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ESPACES METRIQUES l

- =3

Notre petite étude du plan topologique usuel
n'a utilisé que certaines des propriétés de la distance euclidienne d

... ce qui appelle une généralisation simple, mais de grande portée.

ESPACE METRIQUE E,.d
= Ensemble E muni d'une DISTANCE d (sur E ),

c'est-a-dire d'une fonction d: E x E - R

telle que Vx,y,z €E

d(x,y) = d(y,x)
d{x,¥)=0 38( x=y
d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (Inégalite triangulaire) l

Les espaces métriques généralisent la définition de plan euclidien :

Le plan euckidien 1,d est un (espace) métrique.

Pour tout ensembie E , i1 existe une et une seuie distance E x £ - {0,1] .
Elle est appelée distance binaire sur E .

En espace métrique binaire : d(x,y) =1 380 xty

En espace métrique binaire, tout triangle strict est équilatéral.

Fabriquer une multitude d'espaces métriques.

s

Il n'est pas vrai que toute partie du groupe G,x constitue un groupe pour la loi «
IT n'est pas vrai que toute partie d'espace vectoriel V
joue & 1'espace vectoriel, pour son propre compte, avec les lois de V .

Mais 11 est bien vrai que toute partie d'ordonné E,. hérite une structure d'ordre.
(0 Toute pantee P d'espace métrigue E,d

defonct Mespace métrnogue t-‘,dP Pt Vx,y €P dp(x,y) = d(x,y) =
L'espace metrique P,dP est dit Lo sous-espace méitreque de E,d  définc pan sa partie P

ifie

-
i

Par abus de notation, la surabondante écriture P,dp se simpli en P,d {(voireen P )



n.d e

puisque toute partie de 1

Les sous-espaces de

nrichissent notre panoplie d'espaces metriques .

nous en fournit un exemple.
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En types de structures a ensemble principal

et dont ia définition ne comporte que des

quantifications univenseffes restreintes a certains ensembles,

toute partie de 1'ensemble principal définit une sous-structure (de méme type) ,

S
Eyd

est un ordonné

554 ‘fx,y,z £
¥x.y.z €

est espace metrique 554

.
£ ...

Quantificateurs excstentcets dans la definition des structures de groupe,

d'espace vectoriel, de treillis ...

En métrique, la distance géenéralise la "mesure de Tongueur® ...

Commenter la réflexion

E,d et le réel positif strict
Esrd

Le metrique

Le passage de E,d a multiplie les

..oet i'u

Toute droite D du plan euclidien n.d est
Cette droite étant graduée en marquant O

Vx,y ¢D dix,y) = |absciss

BOULES ET SPHERES

chére a certains enseignants

"Tout espace métnique f4xe une undté de fLongueurn” .

r définissent le métrique E,rd .

distances par r
nité de longueur par 1/r
un espace metrique.

et a deux points de distance a :

e de x - abscisse de y|

en espace métrique

En espace métrique E,d , pour tout point

cc £ et tout réel positif reRY

B(c,r) * BOULE OUVERTE de CENTRE c et de RAYON r = { x ¢E a(c,x) ~r ]
B(c,r) 3 BOULE FERMEE de CENTRE ¢ et de RAYON r = { x ¢ E  d{c,x) =r ]
S(c,r) A SPHERE de CENTRE ¢ et de RAYON r = { x CE d(c,x) = r }
B(c,r) < B(c,r) = B(c,r) U S{c,r) S(c,r) N.Blc,r) = 9
B(c,0) = @ B(c,0) = S(c,0) = {c]
En plan euclidien : Boule = Disque et Sphére = Cercle
c ¢ B(c,r) Vr ¢ RY c €8 (c,r)

En metrique binaire 7 etk B A
Toute boule de rayon non nul {:1 est singletonne,
L'espace est la seule boule fermée de rayon =1

Pour tout réel positif r difféerent de 0 et 1

tandis que
Pour tous réels strictement positifs tels que r = s
Pour tous réels strictement positifs tels que r < s

et son seul point est son seul centre
Chaque point en est un centre

et chaque réel = 1 un rayon .
Blc,r) = Blc,r)
B(c,1} = jc] et Bled)=E

Bl{c.) © Ble,s)
B(e,r) ciB(c,s)
Blc.r) c Blc,s)
Blc.r) c 8lc.s)




En plan euclidien

tn espace métrique :

Inmédiatement

0 Ouvert d'espace métrnique E

O Ouvert d’espace méinique E

TOPOLOGIES METRIQUES 493

OUVERT
OUVERT

Reuncon de disques ouverts (boules ouvertes du plan euclidien)
Réundon de boufes ouventes (L’ensemble vide est ouventi]

i 1l

]

Partie de E dont tout point appartient & une bodle ouverte
<ncluse dans E ®

Partie de E dont tout point est centre d'une boule ouverte

non vide incfuse dana E m

La premiére des deux caractérisations ci-dessus parle de boufe ouverte

et 1a seconde de boule ocuverte non vide. Pourquoi ?

= L'ensemble Gd des ouvernts du métnique E,d est une tepologdie.

On doit prouver

 —

I LU'internsection de toute paire d'ouverts est ouverte

> Xgs Xy & 438 et X € XgfiKy
> x est centre des boules ouvertes non vides
BO (e XO et Bl - X1
* X est centre de la boule ouverte
B0 N B1 (e XO n )(1

D*ou Xo 1%y ¢ %d =

{0 La néuncon de teut ensemble d'ouverts est ouver te

» P < 6,

e Si YR =9 ,pas de probieme: YP - p ecd
e Supposons donc Uu® + 9

> x L UP

»xtPLQc;Cd donc x ¢ P e Gy
* x est centre d'une boule ouverte non vide

incluse dans P

et donc incluse dans UP

D'od UL € 6, =

tn n,d 64_: (9

us



A48

Tout métrique M,d définit sa topologie (i’ parfois notée QSM

On adopte La notation qui, dans Le contexte du moment, ne donne pas Lieu a ambiguité.
Ecnivons done ek 6d

7

u € «23
SS1

Tout point de U est centre d'une boule ouverte non vide incluse dans U

O"- Pw,l’ MOnh‘er (cfﬂ?) qu’il existe des topologies non méiniques
(c'est-a-dire : non définissables parn un espace métrique)

Ce fait conseille 1'étude des espaces topologiques en eux-mémes
sans référence a d'éventuelles distances définissantes.
Une telle théorie, strictement plus générale que celle des topologies métriques,
s'applique évidemment & celles-ci.

Méme en ces cas particuliers, se passer de la distance simplifie souvent la situation.



TAXIMETRIE PLANE 199

La distance pour le piéton en la ville d'Onthopotis,
dont toutes les avenues sont paralleles et perpendiculaires aux rues,
erige le plan en un authentique espace métrique.

(On suppose que la ville s'étend sur tout le plan
et qu'en tout point passent une rue et une avenue.)

Cette distance souvent notée t est appelée TAXIDISTANCE
et le plan muni de la taxidistance est dit TAXIMETRIQUE.

s T X! PLAN ———

Enjoce mﬁdu?u R’ P <
aee t((ZfJZQ)’{yg)yl)) z Iil"y.q/ P /fz "yz/

dew?u AR v Bk e R:t

Tamiolspur Jormis = Boul fomes ele IR} ¢

Taced cexcle

A
3
&
2
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LE TAXIMETRIQUE STANDARD 200

Q

= J
b C

t(a.b) - d(a,c) + d(c,b)

t : RExR =R : ( (x), (x"5y") ) = |x=x"| + |y-y'| est une distance sur
L'espace métrique défini ci-dessus est isomorphe au plan taximétrique.

L'orthogonalité des rues et des avenues en O thopolas

est inessentielle pour la définition de 1la taxidistance.

Definir la taxidistance & Schee4stad,

ville dont les avenues constituent une direction du plan

et les rues une direction non nécessairement orthogonale a la premiére.

En métrique euclidienne comme en taximétrique orthogonale ou oblique :
tout disque (resp. cercle) non vide admet un centre unique

8L AS ON S )-
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Le plan euclidien et le plan taximétrique sont des espaces métriques non isomorphes,

,de meme topologie,

La taxidistance est subordonnée a la distance euclidienne
en ce sens qu'elle est définie par cette derniére

et la donnee de deux directions orthogonales.

En le taxiplan j,t

Queis sont taxidisques ouverts, taxidisques fermés et taxicercles ?
Quelle est la taximédiatrice d'un couple de points distincts ?
Quelles sont les taxellipses, les taxhyperboles ?

Comment définir la taxidistance d'un point a une droite ?

Quelles sont les taxiparaboles ?

MEDIATRICE

p— En tout espace métrique

MEDIATRICE de la paire {a,b} de points
= Ensemble des points équidistants de a et b

r—-—- ELLIPSE ——— PARABOLE ——— HYPERBOLE

ELLIPSE de fo_’u-a ac b g,\' J,econsfan}'e k
= Encemble des points dont la somme des distances dea el de b vaut k

PARABOLE de §oyer 3 eb de Directrice D )
- Ensemble des poinh dont I3 diskance™d a el & ladroibe D sond ¢54(Q5

WYPERBOLE de foyers o el b ol de eonshenhe “, X
= Ensemble des {o(n\'b donk 1o valeur sbsolve de la d: fiérence des distances

dea a b vaot k 4

Em toot €5 pace me’,\-riﬁub







Essaye-toi au méme jeu pour la taximédiatrice.

Voici quelques suggestions qui t'aideront sans doute.

b
cette B 1ligne verticale brisée
est la taximédiatrice de {a,b}

c @

La taximédiatrice de {p,qa}

est constituée
de deux quarts de plan

et d'un segment joignant leurs nez

@ 43
Cette droite verticale
est en m&me temps
taxi e eucli
médiatrice de {c,d}

Lo/

@






205

DROITES ET VECTEURS DEBOUT ET COUCHES

La rose médiatrice des vents examinée en page 204 suggére de distinguer

droites et vecteurs debout et couchés
&n N, En 1
Vecteurs Droites
debout debout
Vecteu{s VERieur s Droites couchées
couchés couchés
(¢}
Vecteurs
debout
Le vecteur (xp,X;) est DEBOUT 881 !xol = lxll
Le vecteur (xp,X;) est COUCHE sst %] < |xo]
Les vecteurs exceptiomnels sont les vecteurs debout-couchés.

La droite "agxg + a;x; = a»" est DEBOUT

887 la droite Magxg + a;x; = O" est debout

"agxg + ajx) = 0" est une droite vectorielle et (-=ay,a3) 1'un de ses vecteurs
La droite "agxp + ai;x; = 0" est DEBOUT

ss?’ le vecteur (-aj,ap) est debout sst lay] < |ag]

Finalement :

La droite "agxgp + ai1x; = az" est DEBOUT 88t 'ax| < Iao!

La droite ™agxp + ai1x) = a" est COUCHEE 88t laog| < a1

Une base orthonormée (ug,u;) étant fixée,

la symétrie d'axe debout-couché "xg = x1" échange les vecteurs (yo,y1) et
{yi,vo) ainsi que les droites Magxg + a;x; = az" et Maixg + agx; = az"”
Cet auto du taxivectoriel plan bijecte 1l'ensemble des droites debout sur
1'ensemble des droites couchées et vice versa,

Grdce a l'automorphisme indiqué ci-dessus, chaque fois que nous obtiendrons
un résultat relatif aux droites debout, nous pourrons l'appliquer également
aux droites couchées et réciproquement.
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42

t(a.b)




Tax fzjlberbo le s

t(a,b) = 412

ab /zor{gon bale.

Oa l).
’Q: (o)
t(a,b) = “9/
L
. *—
k:@
tCa,b) = 42
a b
. 2 A 4
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t(a,b) =12
k=42

S\' R . XE | AR J t('a,b)
Q.Qx)w tam‘nap (a.b;-\x) = ¢



't(a,b) = 16 b 1

ab couchee




2 1

R=40

R=1¢




tab) = 42
h. =20

R= 12

MZ.{
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DISTANCE EUCLIDIBWNE POINT-DROITE EN COORDONNEES ORTHONORMEES m

Ls dishance eoclidienne au point p = (po,p1) & la droite L = {(xp,x;) faoxo + ajx; = ay}
sera noté : d(p,L)

On donne On demande

(Po.p1) d
@ _—

agxXp + arx; = az

(x0,x%1)

agxg + aixy = az (Po - Xo0,P1 - x1)

vecteur-unité

(po,P1) = p
(ap/V/,a1/v)

‘.

]

i

]

]

I
g
S
=

I

(ao/V,a1/v) . (Po - X0,P1 = X})=mmemuu
= (ap(po - x0) + a1(py - x1)) / ¢

((agpo + aip1) - (agxo + ar1x1)) 7/ /

mais apXg + aix; = a3
= 30P0 + ajp) - az

v/ a} + at

t}m RS A R ,_l

-



FORMULE DE LA TAXIDISTANCE POINT-DROITE

La taxidistance du point

(en coordonnées orthonormées)

(Po,pP1) & la droite "agxq + a;x; = a,"

sera notée t{po,P1:a0Xo + ayjx; = az)

Avant de nous lancer dans le calcul, rhabillons la formule de 1'euclidistance
point-droite d'un uniforme complétement euclidien :

2oPo + aipy - az
d.(0,0;a0,a;)

(po,P1;apXp + ai1x; = az) =

Quelle est maintenant une conjecture naturelle pour la taxisituation ?

Sans nuire & la généralité , Nous supposerons que la droite

donnée agxp + ayx) = az

est debout, ce qui signifie que

On donne

apgXg + a1x; =

az

On demande

apXp + a;x; = aj

lagl= max{laogl,layl}

ol

lagl = max{lagl,la;l}

t = - u
(po,p1) (up,p1) (po,p1)
Reste a calculer up : apup + ajp1 = az
ug = 20
as
; az - aipy 2g9poe + aip1 - az
n ob nt : t = - = - =
i anEee Pr =8 ® P a0 max{lag|,la1 1}
Par automorphisme échangeant "x3" et "x;" , cette trés jolie formule
s'applique aux droites couchées, lorsque max{iagi,la1i} = layl

t(po,pP17aoXe + ay1x; =

az)

agpg + ajpy - az
max{lagl,la1l}

=

26




FAUT PAS ETRE TRISTE ! 24
Tu avais probablement conjecturé que le dénominateur serait t(0,0;ap,a:).

C'est sans espoir, mais ce n'est pas une raison pour devenir mélancolique !
Essayons de sauver ce qui peut 1'&tre !

-

Le dénominateur dans la formule de la taxidistance point-droite n'est pas
la taxidistance de (0,0) a (ap,ay)

la distance de (0,0) a (ap,a;)
Quelle fonction [ixii + R*

. Ce dénominateur pourrait-il étre
pour une autre distance m : Tx[ > g
se présente comme candidate-distance ?

LA CANDIDATE EST AGREEE

Pour tous Xo,X1,Y0:,¥Y1s eo- écrivons x = (Xg,.X1), ¥V = (VoiYi)e eve

La fonetion m : R*xR? » R* définie par :

mix;y) = m((xo,%x1):(ve,v1)) 2 maz{ixe - vol,Ix1 - y11}

est wne distance sur R?

Cette base orthonormée identifie R? , M, et Il

-
o]

et permet une représentation géométrique de la fonction

m

P

m

u
M
m
u
m
u
mu

=

-

m
u

257




La fonction [Ix{l » R* est notée "mu" (et souvent m par abréviation).

Voici, graphiquement formulées, les définitions paralléles de tu et -

Ce dessin trés simple

Y

montre que la taxidistance, pour des axes tournés d'un quart de tour et sans
changement d'unité de longueur, égale V2 .m,

Observons la base Vo = Uy + 4y , Vi = U} - Uy

= s -
Vi ui Vo
)
—
Up
e
o

Vo L Vi puisque Vp.Vi = (T + Ti).(T] - T) =0
Longueur de V4 = Longueur de ¥i = +2.Longueur de T = V2.Longueur de ]
En d'autres termes, le passage de la base (i;,T;) 4& la base (Vo , V1) multipli

par V2 1'unité de longueur et divise la taxidistance par .

Dés lors : my, = ty ... ce qui prouve clairement que my est une distance,
officiellement baptisée MAXIDISTANCE.

28




) DISTANCES POINT-DROITE REFORMULEES (en coordonnées orthonormées) 2

A = = 2o0po + aipy - az
A(Po,pxiaoXo + aix) = aj) (000 tas.2.7)

aopo + ajpy - az
m((0,0); (ap,a;))

t(po,P1;aoxg + ayx; az)

Reste a calculer m(po,P17a0Xe + a1x; = ajz)

Quelle pourrait &tre une aimable conjecture ?

Considére la forme linéaire f : N, > R @éfinie par f(xoﬁa + x0)) = apgxp + a)x;
Tu observeras que £(T3) = a, £(T]) a

az" = £ a,}

non

et que la droite "agxp + arx)
Ainsi, la deuxiéme formule ci-dessus peut se réécrire :

f(p) - a»
maz{| £(Q0) |, 1 £(T7) | }

ty(pif {a})) =

ol une insistance est marquée sur la base u qui définit la taxidistance.
On voit trés facilement que

f(p) - az
maz{1£(Fo) 1, 1£(57) 1)

ty(pif '{az})

]

Mais : £(Ve) = £(Tp + T1) f£(To) + £(TU]) = ag + a)

£(¥V1) = £(0] - W)

]

£(U1) - £(3%) = a; - a

Dés lors : max{lf(VB)l,lf(ET)l} = max{lap + a1l,la; - agl}

= lagl + la;|
On obtient finalement :

appg + aijpy - a
lagl + la;|

mu(p;f‘l{az}) = tv<p;f_1{az}) =

et, dans la notation initiale :

aopo + aipi1 - az
t((0,0); (ag,ay))

m(po,P1;a0X0 + ai1x) = a,) =




i3
MAX IMETRIE

v t' est la taxidistance :><:

m est une distance

m 4 Maxidistance -*—-

La maxidistance ——F— m est définie par :

—9

La fonction m : R? x R?- R* définie par m( (x,y) ,(x',y') ) = max tx=x"| , |y-y'|}
est une distance sur R’ (appelée maxidistance de R? )

EUCLIPLAN, TAXIPLAN, MAXIPLAN

En le plan 11 , notant
e = distance euclidienne
t = taxidistance
m = maxidistance

;.er;t

1 ms«< e svzn et es tg V?é
Distance euclidienne, taxidistance et maxidistance definissent méme topologie.
p g

iPlan euclidien et taxiplan sont homéo et non‘isométriquesg



-.’

ey
LJaxiptan | et maxiplan sont Lsométriques et done homéo. |

La projection p: A - B est une bijection..
Montrer qu'il s'agit d'une isométrie A,m -~ B,m = B,e
(o0 m est la maxidistance et e la distance euclidienne).

> Points (x,,y,) et (x,y) « A avec Xy = x  (poun fixen Les idées!)

* Xt yF = r® = x2 4 e et [Xd = yp 2 0 et [x] cy=>0
X2 - x§ = yE -y
Lol A R
'x'xol-lx + xol = I.y 'yOH.Yo +y)
[X = x| ({x] + |x]) = Y - yolly, +v)

+
<

[X] + x| = y, entraine done [x = x5} 2 |y - Yol
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T 7y . § D e, 2n) DA (e, 71)
Ale 25 Ble, ) > T, 2 B(c, 2:;)39((’,7\) - (B(G,n) D T(em) @ i
c) > -

—~

A(c'v\)
a

1]
Ao (6,80 = Ay, (e0)

i

d¢zl
d¢tedhd ¢ eacqe
la ¢id (it (Edlacad




ISOMETRIES et HOMEOS 2%0

Voici des espaces métriques E,d et E',d’
Toute application f:E - E' qui respecte £a distance, |
‘c'est-a-dire telle que yx,y € E d(x,y) = d'(fx,fy)
est injective ' B
Donc, en bref,
TISOMETRIE = Sunjection qui respecte fa distance.

Toute isométrie E,d — E',d' est un homéo E,®, - E'.lid.

La topologie d'un espace métrique binaire est 1'ensemble de ses parties.
SI E,d est un métrique binaire ,  ALORS % = PE .

Pour tout ensemble E , 1'ensemble PE est une topologie sur E

et méme la plus grande des topologies sur E .

La topologie PE est appelée DISCRETE (ou MAXIMA) sur E .
L'espace E,PE est encore dit discret.

La topologie de tout métrique binaire est discréte.

Les espaces discrets E,®PE et F,PF sont isomorphes 4si E%F
En espaces discrets homéomorphes : Bijection = Homéo

By - ekl i Jonchions de A DAVS B,
—L. B i B ¢ eluw owdowns
f<g m Veeh Ff@ & 96
B
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Si d gt d* sont distances sur E
Alors si d g d*
+
alors ¥ c€E ¥ r€R_ By(e,r) D B (e, 1)

* xeBd*(c,r) = dh(c,x)
dic,r) € d*{c,r} € =
d(c,r) < 1
x € By(c,r)

Réciproqgue
Si d.gzrd*.sont distances sur E

Alors si ¥ c€E ¥ r EF; Bd*(c,'r) C Bd(c,r)
alors d {d*
Par absurde : si 3 x,y€E d(x,y) > d¥l{x,y)

soit r = d(x,y)

Bd(x"r) : Bd*(x:r)
y¢8d(x,r) S vy qi,Bd*(x,r)

or d*(x,y) < r dtl y eBd*(x,r)

CTD !

Si d et d*¥ sont distances sur E
alors dd* ssi ¥ cE€E ¥ r&R: Bd(c,r) e Bd*(c,r)

S 1 d et d* sont distances sur E

55 aren rd* g d

Alors Brd*(c,s) - Bd(c,s)
or B d*(C,s) = Bd*(c,-%)
d'od d*(c, =) 8B (c,s)

inntd*P = Js Bd*(X,s) C P

3 S Brd*'(*’ I‘S) cvep
3 s Bd(x,rs) CBrd*(x,rs)CP
3

Bd(x,rs) Cvep

Eintdp

0]

x




232
si d et d' sont deux distances sur E
si r et s sont deux réels strictement positifs
alors si pgr g 4 £ #50°
alors Gat = ?;d
en d'autres termes, les deux espaces métriques

E,d et E,d' (distincts) engendrent méme topologie

sur E

par PYTHAGORE, il vient 2 x° = 1
B 5
)

. V7' R
d'od Bd(c,—gr) C bt(c,r)

or Bd(c,;z}) = Bz d(c,r)

ce qui entralne t S V2’ 4
: e by
ot il est trivial qus d S.u

des lors dt £ 24
Taxidistance et distance euclidienne engendrent

méme topologie sur R

Une propriété de géom3trie plans :

dans le triangde rectangle, il vient m~ = h.x
L2 2
or h™ =2 m
il vient h=V"m
d'ol m¥2" =
T _x

si t' est la taxidistance sur les directions, ;&(

alors il vient tt{a,b) = x+ x=m ¥2
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L'importance de 1'opulente structure-mére R, +, + , < ,d est attestée par

la variete de ses faces categorielles (ou structurelles)

CHAMP ORDONNE TOTAL ESPACE METRIQUE ESPACE TOPOLOGIQUE
R s e s S

La structurne de champ provient de 1'interaction d'une structure additive

2 et d'une structure multiplicative.
L'interférence CHAMP - ORDONNE TOTAL produit 1'harmonieuse structure de champ ordonné

R, + , ¢ =

La topologie reelle usuelle t’us est définie par 1'ordre total < et la distance usuelle duS
(fournie par la formule dus(x,y) = |x-y| qui la raccorche a la structure de groupe ordonné

—
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EX 1. Voici des distances dg,d; sur 'ensemble E.
Nous écrirons dy L d, (ou dy 1 dp)

SS'il existe k € R* tel que d, < kd,.

En cette éventualité, k est nommé constante de Lipschitz du couple do,d,.

Définir constante de Lipschitz minima d’un tel couple.

La relation L. définie dans 'ensemble des distances sur E est réflexive
et transitive, c’est-a-dire un préordre.

Exhiber les distances d,,d; (sur un méme ensemble) telles que I'on n’ait
ni dy L dy, ni dy L d,.

Trouver les distances dy, d; (sur un méme ensemble) telles que

doLdyLdy et do#dy )

e Au lieu de (1) on écrit encore d, Ll d,.

EX 2. En cet exercice et les suivants, d, et d; sont des distances sur un
méme ensemble E et Cd,, Gd, les topologies sur E définies par ces distances.
Montrer que
dyLdy =T, cC,
d’ou
dUd =C, = Zd.
EX 3.
dy L d, = (d, rectifiabilité = d,-rectifiabilité)

d, U d, = (d, rectifiabilité = dy-rectifiabilité)
EX 4. Désignant par e, ¢ les distances euclidienne et taximétrique

(orthogonales) du plan 7n: e L1t d'ou
taxirectifiabilité = rectifiabilité (euclidienne).



EX 5. Voici des espaces topologiques Eo, Co et E;, €,
{To X Tl | Toe Zo et Tl 6?;1}

est la base d’une topologie & sur E, x E; que I'on appelle assez dange-
reusement, (d’un point de vue étroitement ensembliste) la topologie produit
des topologies T, et C,.

Eo.E,, E; x E, notant Eg, Co; Ey, C;; Eq x E;, C; on dira par abus de
langue que C est la topologie de E, x E, (toujours muni de la topologie
produit, sauf avis contraire expres).

Pour toutes bases &, #, de T, T, 'ensemble

{Bo x B,|BoeBo, BB}
est une base de la topologie produit.
EX 6. Voici des espaces métriques E,, d, et E,, d,.
Notons ¢t = d, + d, la distance sur E, x E; définie par
1((x0,X1)X¥0s21)) = do(Xo¥o) + di(x1¥1)
Définir de méme e = \,m.

Montrer que 1, e sont des distances sur E; x E, telles que ¢ Ll e.
La topologie &, = T, qu’elles définissent sur Eo, x E; est la topologie
produit des topologies T, et T,.

EX 7. Généraliser la taxidistance aux espaces euclidiens de dimension ».

EX 8. La taxidistance R, est définie par 1(x,y) = Z;| x; — ;|
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