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AIlOMA!IQOE DtUNE THEORIE INTUITIONISTE DES ENSEMBLES o . .. 

~!rRODUC!fIO!o 

L'1ntu1tloD1sme est a~ en 19Q8 avec l~article 8candaleug 
'Brouwers (1). -De onbetrouwbaarheld der loglsohe princlpes·g 
Son idée fondamentale est que les conjonctioDS logiques et 
lea,quant1flcateur~, tels qu'entendus classiquement, perdent 
tout sens d~s qu9 apparaissent des ensembles inf1n1so 
Il ~aut les remplacer par des variantes g plus conatructlves 9 

87ant parfois des ,propriétés divergentes du cas class'ique o 

Pour un exposé tr~s intuitif. on peut consulter Rayting (3) 
'Brou.ers préc1sera les fondements de sa théorie dans' une 
série d'articles (2)0 Il ut1lIse pour les ensembles (appelés 
·spec1es·) une théorie des types qui le met à l'abri du para
doxe de Russel, mais il ne rejette pas les définitions lmprédi
cativesoC'est en analyse qu'il obtient son résultat le plus 
amusant, la continuité des fonctions de variable réelleo 
(- cf Ch~ III § 2 de ce travail)$ 

Pour les intuitlonistes, aucun formalisme ne peut traduire 
toute la mathématiqueo Le théorème de Gadel est une éclatante 
confirmation de ce point de vue o 

Ils reconnaissent néanmoins l'utilité des formalismes et 



Heyt.tng (1) donne une axioma:tlque de J.a logiq,ue& Heyting (2) 
une de l°analyse~ très lourde d t al11eurs d 9après Kleene (2) 
qui en donne une autre p et une interprétation elassiquso 
Dans le livre fondamental Kleene (1) se trouve UIlli axioma.... 
tique de l'arithmétique intu1tioniste, et une interprétation 
class1queo 

Le but de ce travail est da fonder une théorie des ensem
bles lIitultionlstes dont découle,. sur le modèle class1que g 

toute 1a·mathématiqueintuitlon1ste existant$Q 
Les bases en sont essentiellement différentes de celles sug
gérées par Brouwers (2), en ce que les définitions imprédl
cat1ves sont rejetées" par un procédé qui me semble beaucoup 
plus souple qu'une théorie avec types et ordres h la 
Ruasel0 

Le long § , du Chapitre II est consacré il une compara.i= 
soa entre la théorie des ensembles et:l'arithmétlquGo 
On.montre combien 11 faut affaiblir la première pOlJ.r obtenir 
unethéor1e équivalente à la seconde t en;19 absence d~ax1@me 

de l'ensemble des part~ee. toute la différence provient de 
la puissance relative des méthodes dedéflnition par récurrence 

(traJ1Sf1n1e). Il résulte de ce résultat (qui est valable·· 
. classiquement a~81) que les raisonnements d'analyse Qpr~di
catiT.a peuvent se transcrire en arithmétique formelleo 

Je ne suis pas Intuitieniste. mais je crois que' la théorIe 
a un sens et un intérêt propre, d'autant plus grand que les 
interprétations classiques dont on dispose sont moins satis
faisantes. Telle est la raison pour laquelle ce sujet de 
mé!JlO1re me tenait à coeur It et je remercie ilJonsieur Papy d Il avoir 



bien voulu l1accepter~ Je rémercie aussi tous èeux grlce 
auxquels cette année 1965-1966 s~estdéroulée pour moi dana 
les meilleures eondit1onso 



CHAPITRE 1 .. 

La partie élémentaire de la th~orieo Idées directrieeso 
M 

§" 1 Préliminaires .. 

Comme toute axiomatique qui se respecte, celle-cl se 
basera sur les mots composés avec certains slgnes g dits pri= 
mitifs o Parmi ces signes, on distingue une infinité (poten
tielle) de -lettres-. Préci8~ qu'un mot sera une suite 
de signes, certains, autres que les lettres p pouvant 3tre 
joint par un trait courant au-dessus de la 11gnso (ces traits 
sont appelés liens).. On défini~ par récurrence les notions 
de -terme- et de -assertionlr S un mot est un terme (resp .. 
une assertion) s t il est obtenu à partir de 'termes et/ou asser
tions par application de certaines règles de construetion g 

dites règles formatives~ la base de la récurrence étant que 
les lettres sont.des termes .. "Ces règles formatives augmentent 
la longueur des mots, on dispose d9 un procédé de décision 
pour savoir si un mot est un terme, ou est une assertion.. 
Un mot étant donné g ou plus une règle formative permet de le 
construire à partir de termes et assertions, qui sont unique
ment déterminé pour l'essentiel.. Je donnerai bien sf1r ces 
règles., mais sans aller jusqufà préeJ.iser al j'utilise des 
parenthèses ou une notation fonctionnelle à la ~ukasiewiczo 

Le lecteur arrangera telle variante à son goüt ; je lui laia~ 

serai aussi le soin de ne pas énoncer et de ne pas vérifier 
les propriétés du type suivant 8 ·s! R est une assertion 
(respo un terme)o x ane lettre et T un te~mep alors (~lx)R~ 



5.
 

obtenu en remplaçant x par f claDe Rest eDoon une assertion
 
,(resp. un terme)".
 

1 

Parmi les lettres, o.~ta1nes seront d1atiDgUtSe8 et appe
l'es oODStantea, le8 aatree 'taatappel'ea variables l1bre8o
 

1

Intuitivement, les oone'tant8s seront 4es objets parttlcuUera 
, sur lesque18 011'" fa1t des 1Q'poth~se8 exprimées' par 4es axiomes. 

Qua;Dd ue lettre x figure daaa 1Ul8 asseriion' R, on pourra 
~oU~Our8 regarder R comme expr1maat uae proprl't6 susoeptible 
4'ttre ~s8édée par x 1 11 at~ &Rra pas de ·varlable 11é.-, 
leur emploi 'tan" remplacé par oelu1 des UeDa et dtun alpe 

(J ,comme daDa Bourbak1 (1). 

On appellera axiome une 88sen10. prise dans une liste 
qui, sera 40lm4., ou obtenu li. ~tlr de termes et/ou 88S8r

tiol18 par un prooédé de oOllstruotloD (.ech_a 4 t 8.xJ.om.· ) 
appartenant il une l18te qui sera douée o Si.A est ua ax1ome.' 
z uae variable libre, t ua terme. alo'rs (~Iz) A .era '.DOON 

UJ1 axiome D On dIspose d '1lD. prooHé de d'c181oa pour savoir 
sl, une assenion do='. est 1Ul az1ome. On dé~ln1t par r4Clœ
rene. la notion de -théorltme-, une assert10ll est UD. th'or~me 

a1 elle peut Itre obtenue à partir de' théonmes par appUca
'tlon de certaines règles, dites règles de déduction. la' 
bae. de la récurrenoe étant que les axiomes sont des théorltmes o ,', 

De ces règle. on s'empressera d'en dériver d'autres, plus 
rapides. On 11l:trodulra ausal des définitions, o'est-à--clire 
des notat1oll8 abr4gé8. et esse:nt1ellemat UJÙvoques pour 
désigner des termes et assertions. 



§ 2 - La loglgu~0 

La théorie comprend des slgne~ pour les opérateurs logiques 
ou" et, implique, (IlOt' ~ ) et 11 est, faux que (noté - ') 0 

R~gle formatlYe 1 81 A etB sont des assertions. A ou B. 

A et lI, A:::;' B, -A .ont encore d,,8 assertions. 

D'slgnaat par des majuscules des assertions. on pose la 
rl!gle de déductloa et les8chémàa d t ax10mes suivants 1 

,Schmnas dtaxiomes "ur la loQ.9U8. 

L 1 A ::::) (B =* A)
 

L2 ' (A. =9B) => ({A ~ (B ~C» ~ (A =9 C)
 

L, A ~ (D :::; (A et D) 

L4 CA et D) ~ A ,li5 (A et B) => B 

L6 A~AouB B~A. Olt B~ 

Le (A ::> 0) ~ «D ~o) ~ «A o. D) =9 0»
 

Lg CA =9:a) ~ «(A =9 -:8) ~ -A)
 

L -A ~(A=9B)
10 

iHl. de déductioa (-modus polleu"). Si A et A~ B sont' des 
théorèm8, B est ua théor~meo . 



Ce qui se note en racoourci t 

A A~B 

B 

c. a7st~m. d'axiomes est recopié de l1eene (1) pg.82 
(et pgo 101 pour LlO). 

Ses conséquences sont bien COJUlues et Gentzen a montré 
'lu t il exista!t un procédé expl1clte pour savoir si Ulle asser
tion donnée en était une. Voir Ueene (1) §§ 77, 78 t 80 0 

L'habitude semble montrer que ce sont exactement les éDOncé~ 

'logiquement tautologiques d8l1S l'interprétation suivante, que 
le formalisme est cens' représenter If 

ou 1	 oa peut affirmer A ou B lorsqu'on sait pouvoir afflrmer 
solt A, solt B(et qu'on a donc en particulier un procédé 
explicite pour désigner A'I ou Bt qui solt vra.1)o 

!1 l	 comme classiquement, on peut affirmer A et B si on peut 
affirmer chacun dteux•. 

-=> 1 oa peut affirmer A~ B sl on dispose d'un prooéd~ explicite 
qUi à partir d'une éventuelle démonstration de A (qui n'a 
.pas il Itre formallsable dans un système donné) fournisse 
UD8 démoD8tratlon de B• 

.ae,a	 1 -A peut être attlrm~ "a1 11 est absurde que l'on démontre 
A. l al f est une assertion absurde p -A # CA ~f) 

~1 par exemple le principe du tiers enclus n0a pas 
Il Itre un théor~me. A ou -A signifiant qu'on sait si A 
est vrai ou taux a par contre, --(A ou -A) est un théorème 



log1que ; 11 faut montrer -CA ou -A) absurde, a·11 est absurde 
que l' oa ait A oa.-A•.11 est ea. etfet en particulier ab$Urde 
que l'on alt A, ce qui. signifie la Térit~ de -A. d'où celle 
de A ou. -A et la oontradictloa .en résulte 1 plus br1èveneJlt 1 

" -(A ou B) ~ -A et -B. est claU. en partioulier 

-(A ou -A)~ -A. et -A et le 28 membre est absurde 

d'of! • 

--(A ou -A) 

J'utiliserai 88D8 d'monstration les conséquences de.
 
axiomes et règle 1D.trodulta.
 

On obtiendrait une torma11aatloa de la logique classique 
en remplagaut ~o par ~~ -A => A, . sa:na 3Ustl:tloatloll 10i. 

. comme le montre l'exemple reprla plus haut. La position iatu1
tloD1ste vis-à-vis du sens clas81qùe des opérateurs logiques 
est que ce sens n'existe pas et ntest qu'un 3eu de mots. 

On a pu montrer qu'auOUJl des 4 opér~tèurs ou, et, ~. 

De poUyalt Itre exprimé à l'aide . des autres (Mo l1Jlsey (1»~
 

, 

DaDa les exemples qui seront doJUl's. , désignera UJle 

'.	 '&8sen1on que l'on suppose vra1e. ma1s non démontrée. On ne 
.aura donc pas1Jltu1t1oD1stlquemeDt sl fou -,. ?(n)déslgne
ra uae aBaertioa similaire dépendant dtun paramètre ent1er Ao 



Que sera ua sOU8(~nsemble d'un ensemble donné E ? 
Olassiquement. ces sous-ensembles peuvent 8tre 1dentif4s aux 
proprlét4 susceptibles d'8tre poss~déa par les éléments de E 

. seule. De mime les ensembles 1ntuitlonistes doivent être VU$ 

comme des -propr14t4s- t Xfi F 81gJÛtlaat que z possfjde la 

proprlêt4 F. et l'1d8nt1t' 8ntre 'èllsembles 'tant l' équlvalence 
.. ' entre prop~i.été8. Cependant t 

1) ces ·propriét4s· n'ont pas le caract~re~th1que de 
o N;

'leurs aDalogues claas1ques, o~ N a 2 >K. parties • qua.ncl 
on parle d'Ulla proprlét4 on sous-entend l'avoir déf1n1e (mais 
pas n4c8ssa1rement dans le cadre d tun ' tormal.isme domuS) 0 

2) 11 n',. a pas de r&1soa qu'une partie de . {~} par 
exemple solt néce.sairement une des 2 qu'oa croit 1 laquelle 
dee 2 seh.!t 1;< tx E {9J} et 1} ? En :tait. oa construira une 
8ul'te X. 'de parties de {fJ} ~e,qu.e .. ~V"(X'it:~:OtLX.=~œ})ce qui 
ae slgn:tle pa. ] 11 - (Xl'I=~. ou. Xl'l={~l) t assertion que le lac

. teu IIOntrera tsollenat 8tft ~&U88•• 

La 'ho'tl0D- 4. toua le. euembles ntest pas ,ola1re et d18

tue'. • je dirai. mIme plu. * elle .. sip1tie rien.· Le para
doxe de Ruasel montre que chaque f01s <lU' on se dODDe ua euem
ble on peut, en nommer un autre qu1 Jl t '3 aPP8:J:"1eane pas Cl 

ce qutoa peut taire es" détlJl1r des ensembles par dJ.vera 
proo'd4., flU t il sera.lt d1ttlone d' énWlére~~ et par exemple 
considérer lteasemble réUDioa des ensembles qu 9 0n peut défiD1r 
daaa u formalisme sensé donné , ma1s ce n"s'\ pas là, oe qu'on 
croit 8JltGJldre par -tous les enaembles· o Quand on p~le d 9 un. 
propriété vraie pour -tous les ensembles-, on entend en fait 
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seulement par là une conséquence formelle d 9 axiomes tels qu'on 
n'aura envie d'appeler des objets de la nature qu'on trouverait 
sur son chemin -ensembles· que s t l1a y satisfont. 

En particulier, il n'aura pas de sens de dire 1 

-Il existe ~.n ensèmble (arb1traire) tel que • 00 ft ou ' 

·Pour tout~ensemble, on a 000· ou 

tlIL'ensemble de 'tous les ensembles tels que 0.-0 • 

Par contre, s1 on se donne un ensemble E, on'suppose savoir 
de quoi on parle, et on pourra se demander 81 

, "Il' existe un 'lément de E tel que ou sloooM 

·Pour tout éléments de E, on a .00· et on pourra définir 

WLg ensemble des éléments de E tels que 0.0" ' 

-ces considérations me semblent tout aU8s! Yalables en
 
mathématiques classiques.
 

Oee1 étant admia, quelle marchandise douteuse recouvre le 
v0t?sble ·variable lIbre· ? Aucune en tait, ~e cQD81d.re que les 
seules assertions de la théorie qant un sena sont celles CJu 
ne figure'auoUne Tariable libre .. On appellera -sensées· les 
assertioDS de ce typ80 

Je mOBtrera1 brièvem.ent comment modifier les axiomes et
 
règles de déduction pour éliminer les variables libres sans
 
altérer la classe des théorèmes sensés .. Elles ne jouent qu'un
 
r81e abréviatif et simplificateur..
 



La slgn1fleat~o~ intuition1ste des quantificateurs est 
".- . '. 

d.1fférente de l~ur signification classique que, comme pour la 
logique. les intu!tlonistes ne comprenaent paso 

.3XEE Rbd signifie qu'o~ peut exhiber un ob~et % et montrer que 
xeE: et R(x)o 

\lxEERbd8ign1!le qu'on dispose d'un proo6dé explicite qui à
 
partir d~une dét1nition d'un objet x et d'une d~mon8tratloJ1
 

de xEE fourni:t une démonstration de R(x) '(tout cela n'ayant
 
bien ah pas à 8tre formallsable dans un Bystltme dozmé) 0
 

DaDa 1~aS8ertio. -11 existe x dans E tel que R(x)-, la ' 
·variable- x est ·11~e·. c t est-à-d1re que lW assertlon ne d~peDd 

,as de la valeur d'un objet JlOté x 1 il est donc assez naturel 
(et techniquement utile) que dans la formalisation de l'ex
pres810a préc~dente x Il' appara1sae pas. On formalisera 1;asserr , . 
tion précédente par 3D E E: 1((0), c'eat-1l-d1re en écrivant de 
gauche à droite 3,O/E , l'unes8ion (un terme) E et l~expres: 

sion (une assertion) R dans laquelle on remplace en toute8 ses 
occurrences z par un Cl g. ces D. ~tant reliées par un lisnou D 
qUi suit] CI Ces liens servent à indiquer quelle's variables 
sont quantifiées par le 3 ~t1al. On supposera utilisée une 
technique analogue pour tous les types de v:arlables liées, ce 
ne sera rappelé dans les r~gles formatives que par la mention 
·x est varlablelléew• 

La d1scusslo11 précédente 8e formalise en 1 

Cr!tère formati~ tE,YJ JI a p les liens sont des signes de la 
théor1.e. 

S1 Cl et U sont des termes. 'E U est une assertion 
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S1 E est UJl terme, x une lettre. R(x) une asser't1oa (oà
 
d li aiUeurs x, ne d01t pas vra1ment' figurer).. aJ.ors
 

, 3)',: ~ E R(x) et Vx E E: R he> 80nt des assertions (ir: variable 
114.). 

Sch6llas d' a:d.omea. 

'Q1 (R(f) et ! E E~3%EER(%)' 

Q2 (VxE,E ER (x) et TE E)::;. R(!) 

Daaa cee r~gles~ la yariable libre z est supposée ne figurer 
IÙ dans le 'terme E, ni 4arü1 l' assenion Co 

... xEE et C ==>R(X) 
1- (. => 'VxeE 'R<x)
 
... xc:::E' ~R{'X) => C
 
... 3XE E"'R('X) ~ C
 

ce 878t~me e8t zoecop14 de Deeae' ( 1), PB 82 Il saut que le 
êh8œpa de variation des variables liées a é~é bornéo On trou
,"zoe là l'énoncé et la démonstrat1on de crit~res permettant de 
transcrire les démonstrations informelles en démonstrat10DS 
tormelles. not~ent le 'm~tathéoZ'ème de déductioa:dH! ua 8ve
t~m! possédant exactement les règles de déductioDS énoac'e! 
jUsqu" présent,,".et poss'd'&nt tous les axiomes dé~à énoncés, 
.l'B est UD. théorème de la théorie obtenue en. adjo1pgt à 
:Ir t plti'ale 1·8X1om~ IIuRRléplentalre A. les lettres :figurant dans 
'... deveD8Ilt des constantea. alors .. AZl B dans la théorie 111..\
t1818• 



Dorénavant, les oonséquenoes des principes préoédents 

seront l1bre~nt utilisées. L'habitude montre qu'elles traduisent 
fidèlement l'interprétation intu1t1oniste dea quantificateurs. 
Ainsi ... ' - 3" E E R(x) ~ Vx E.E -R(x) mais par oontre 
- \:J'X. EE T<bd ::> "lx -R(x) n'aura pas à 8tre. en général vrai. 

Le fait qu'aucune nouvelle règle, de déduction ne sera in"" 

troduite permet dès maintenant de montrer oomment éliminer les 
variables libres. J'utiliserai le fait qu'une oonstante sera 
introduite dans la théorie (N ~ ensemble des entiers) ma1s il 
suffirait de savoir qu'il èx1s'te un t~rme sans variable libre. 

on appellera assertion (terme) limité (1) un texte fonuel 

constitué de : 

1) une assertion (un terme) R 

2) une sui'te ordonnée d'assertions x ... El;) .1 X'fIE 1; où0 •• 

les variables libres Xi son't des lettres distinctes, parmi les.... 
quelles se 'trouvent toutes les variilbles libres de R, et \!itù 

dans Ti ne peut figurer que Xl •••x'1_1 
, . .. 

On déc;rira en abrégé "R(!.) pour !,E r" où la _ rappelle 
que plusieurs termes sont d6s18l1és par un s eulo 

la fermeture de "'R(x) pour XE r" (R est une' assertion) est
 

l'assertion sensée V~Èr .••V~;ç~-~,notée aussi' \l'KEf R(~)
 
Un axiome limité est un axiome muni d 9 une "limitation" quelconqu8o
 
sa fermeture e sot un théorème.
 

(1) Cette notion est due à Cohen 



Les démonstratIons seront tou~ours conaIdér4es comme des 
-arbre8 de déduction-, o'b. l t'assertion .figurant en ua poiat de 
1 t arb1"8 est conaéquence par"uae r~gl.e de d4duct1oll pe1'mise de 
aes préd6cesseura .1mmédla1:s. ou un ulome 8 t 11 Jlt7 a pas de 
pr'd'cesseur. Un arbre est un eJls.mble tini o1'donné dont toute 
pa:rile m1Dorée 80it totalement ordorm.ée et "qui ait un plus 

"" grand Qéments (la conclu81o-.). 

Une démonstratIon l1m1t'. est ua arbre 4'888e~ 

tloDS l1m1téea oft les axiomes sont les az1om$s 
11m1"8 e' 1e8 déductions perm1eee 

1Ul arbre 80nt modus poaeu 11m1t4 

R(3.) pour I.E1 , R~)::;>5 (.1.) pour 3.E L 

5 Q) pour "El 

ahls1 que 

ol le -81SD1tle qu'oa omet la niltme et dern1ltre 11m1tatlon 
~EÇ ~ est supposé ne pas :figurer dans C (D1 r Il). 

",' iE0R!81tlo" tout th!orltme. mUD1 ,d9 une 11m1t!t~o, guelconqu8. 
" adme' ,me démopstrat1oa limit"é!_ 

Db9!8tntioa t Sol1: D uae d4,~!oJlstratlon de R, limité par ~E[ 

Remplaçant au beso1ll d88 variables J.lbres par d'autres et pro
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, 
, cédant par r~currence croissante sm: D, on vérifie faol1ement 

qu'on peut supposer que sl une assertion de D (resp .. la l1lD1
. tatlon de R ) contient une variable 'libre l, jamais avant cette 

assertion (resp.R) 1 n'a4té 11'8 par application de RQl ou 

RQ20 Cela fait, on obtient encore une démonstration si pour 

chaque modus ponens ~ A=à BI Oll remplace par N 
B 

:partout avant B l.es variables libres de A ne figurant lBS dans 
.	 :8. 

Par récurrence desoendante sur D onvérit1. alors qu'il y a 
une et seule façon de limiter les assertions 'de D poùr obtenir 
une démonstration limitée de conclusion . R pour 3. Er 

Appelons "sensées" le~ assertions sans variable libre.et 
"partie sensée de la théorie- la sOUS-~1éorle dont les asser
tions sont les assertions sUJlsées et leu théor~mes les théo
rèmes sensés" 

Métathéor~me 1,~.2 1 Les théor-ltmes de la partie sensée de la 

~or~e sont obteJlU8't avec Pgur seul.e rèi!e 
~~étonstrat1on "motl.us Rinens" 8 à partir 
des ~10.e8 sensés destrpes 1, 

l 

a) les fermetures des axiomes limités 

,'. b)V!.Er A(~) etV~E r (A(:E)=>B(!t»~ V3.E r ~'3(3.).	 . ........
 
,'.,	 c)V!.E:.r (0 et ~E ç ~ R<ls.»· " :;;}.,;) 'r/xEMO=> Vx..,E r. R(!.» 

':'tt. .	 . 

Dans c) et c~ -a le m@me sens que pr6cédemme.nt et xn ne fJ.gure 
pas dans Co Dans b)" c) et c" !,E r est une limit,\t1on. ' 
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Il suffit de remarquer qu'une .as8e~tion8ens~e est limitée 
par la l1mitation vide, et que s1 dans une dœo1'l8trat1on limi
tée on terme toutes les assertions, les d6duct1oDS obtenu.s 
sont valables dans la théorie décrite dans le métathéorème. 

Q!!elgues propriétés du :formalisme du calcul proppsita.0nnelt 

Les assertions suivantes sont des théor~mes 1 

1) A~--À (quand on a un~ démons'tration de A. 11.881;
 
absurde de démontrer qu t il n'y .en a pas)
 

2) CA:;:> -D) Ç::> (-(A et D)) ~ (B => -A)' (déduire une con1:l:'a
diction de B à lta1de de A. o'est déduire une 
contradiction 4e A et D) . 

. ,) (~A~ -1)# (A~ -D) (1) prouve l.·JiDplicatioll~J :reste 
11. montrer que 81 A ~ -B .e1; -A. &lors B entra.!ne contra
diction 1 B entra!ne a10rs en effet -A. 

S~holle 1 Pour démontrer une assertion négative (c t est;.à-d1re 
quton sait etre équivalente dans la théorie Il -A 

.pour un cer'a1n A). sn peut admettre tç~~e assert1o,n 
dont la iouble n'satio. soit un théo~ème. 

Ba effet. l.è métathéorltm!, d~ déduction montre aloJ."sque
 

., J- H1 => (B2=;(···~~ ~ A» J 2) montre que s1 B est n4gatlve.
 

C==9B est encore négative, et ,) lt~œ' montre alors
 
t' " 

1- -H1=+(-H2~(···~t-~~ -AI. dOllo f- - A. par .modus ponena itéré. 

Sacheat que ~ --(Bou -:D). on obtient aisément le 

'Coroy,ùre 1 S1 Oll 88 restrep.,'t 'où la logique sans guantl:f10a



teurs. une assertion n~sative est vraie s1 et seulement sl
 
elle l'est classiquement.
 

En se limltant cett. fols au calcul pro~tlonnel complet 
(r~gle8 et schémas d'axiome introduits juaqu'à présent) on 

. peut démontrer un résultat 8imilaire (dont pour l'essentiel la 
démonstration est dans Kleene (1) § 81). 

Proposltlol a une assertion nésative d8D8 laquelle chaque guan

!1!tcate~ universel porte sur uae ass~rt1on.néiative est vr~
 

dès gutelle l'est classiquement.
 

§ 4. Les ensembles et les d.éfinitions 1mRrédicatlveso 

Pour garantir l'existence dtensembles. Bourbaki (1) donne
 
sous forme d-axiomes des crlt~res pour affirmer une aS3ertion
 
R(z) ·colleotivisante-. c'est-à-dire dans ses notat1ons~
 
3y't/x (R(?t.) ~ x GY) 

Il s'agit des axiomes ou schémas d'axiomes Sa" A2 (redoll

d<U1t en tait). A4~ et, essentiellement A5,.
 

Ce procédé est lc1 inapplicable. car utilise la notion Insen
8ée d'ensemble arbitraire. La solution adoptée 101 est dtiDtro
duire par des symboles pr1m1tl~s divers proo6dés claIrs et dls
t1aota assooiant à des ensembles et 88sertloDS d~autre8 ensembleso 

Notamment a 

Règle tormatlvi l { j l, {} U SGnt dee slgnes de la . , ;

théorie. et 

a) S1 , (X) est UJl terme. x une lettre. E un terme g R(x) une 



assertion alors . {T(X) ~ Xé E' et R(X~ est un "terra.e (x est
 

variable liée 6t pour bien faire on devrait supposer que x ne
 

.figure .pas dans E)
 

b)	 Si T et U sont deux termes, alors tTgU} es't un terme 

c)	 Si T e,st \ln terme, UT est un terme (intuitivejUent 12.
 

réunion des éléments de T
 

Avant dt énoncer les axiomes correspondant, introduisons
 
.: par la
 

Rèa1e format.ive: =est un signe de la théorie, et si T et U 
son1; d eux termes p T = U est.- une assertiono 

§chémas. d Daxlames : T, UJ " , E désignant des termes, R une asser= 
'tion et la variable liée no'tée x étant censée n'appara5:tre que 

là où on l'explioi1;e, on·a 

El T il: T 

E2 (T, g;, U) R (R(T) ~ R(U)l 

E3 UE {~ (x).f x E E e~ R(X~ ~ 3 uE (R(x) et U =Îbc») 

.. E V e: {T 2 u1 ~ V = T ou V =U4 

Es v € U If <';:;) '3 x éi" (VE x) .,_" 

Posons la définition : 

T	 <: U abrévie lx E T (~€ U) 

LVaxiome d Vintensionna11té s'écrit alors 

SE; (;çcU 8't U Ct T) ~ T =U
 

Voici quelques premières oonséquencesde ces axiomes
 

~o;pos1tion 1: CT =U et U = Vl..=t'T' =: Vi T =U'~ U = T
 



Dém. 1)	 supposons T == U et U • V (ce qui signifie que pour dé- 00. ~...	 ' 

montrer~~va utiliser le métathéorème de déduction); 
11 faut démontrer T • V; sIon applique E2 à !r .. U en 
prenant pour Rx, V. on trouve ~ .. U ~ (T=V~ Ua:V) 

dioù.....
 
2)' de mAme. E2 appliqué à '. U et x ., do_e
 

T • U ~ (T DT<:=:> U • T) ....
 

,proJO!;1tlon2' j Ys E T(R'xll•. et Uef);; \l.XE u{aW . 
Supposons VXE! R(x} et Uef.' c'est-à~1re \J Z É U' (Z€ !e) .. 

Soit z quelconque dans U(ce qui signitie qu'on va cher
oher.à appl~quer la règle de déduction'déduite de RQl a 

... z € U z J!L!l. .• et que pour ,démontrer Z é U~ R(s> 
J- VZé U R(z) 

on applique le métathéonme de'44duction en M~olgnant 

provisoIrement a~U aux axiomes). 
Vseu (SE!) => (SEU =9 • E:!) 
VXé!, R(x») ~ ( E ~ :",~ R(s» 

"-1' 

Donc, les premiers membres étant supposés vrais g R(s), 
comme l'on voulait. ' 

proposition ~ t .: CI! • feU etU c V =t T e V 

Déml 1)	 pour f ~'œ on peut·utiliser El,et E6p ou appllq~er la 
règle dérivée de RQl à se T ~ Sé! pour obteBi.;r 
V. ~~ ! (s é. ,). On remarque ainsi que l'1mp1icatiôn 

Ç:::. de E6 est redondante. 

2)	 Si 'if s E U(z CË V) et T e U ft la proposition 2 montre 
\;j Z E ! (z E. T) 

La définitian qui su!t de ~ Il i t air loufoque car. j t Y intro
duis une constante 'de la théGrie. N, .qui sera introduite ulté



rleurement i la raison en. ~st qu' on ne ()QlU18.tt encore aucun 
t rme ou assertion sensée (ét.est-à-dire sans variable libre). 

.	 " . 

~ abrévle. {x t x é fi et x r x}
 
es~ un terme sensé. On a ~a
 

pronslt1on 4 & Lt.L. ! se ~ Xi: ! • é .. g} c !.
 
ott !r f. U ·abréY1e -(!r e U) • De m3me ~ f: U· abréviera -! • U
 

D'm.. 1.)	 "E (jJ ~"3 x é B(x p x et % • i) qui esot absurde par
 

E, e't El
 

2)	 1a ~ème assertion résul'te de' la 'eet de Eô 

3)	 résulte par RQ1 d~· a E 1; =;> S é ~ (1ère· $ssert10n et 

LlO)' 

Lee dét1n1t1ons 1mRr~lcatlves , 
.	 . . . 

La présente discussion 
~ 

est 1n.tox:meU.~ Voici tout d'abord 
wi exemple 4e détinition 1mprédicatlve don" je ne 'Vois vra1
m&J).t pas' cO:cnment on poun~t .la. tnns:tormer en dé.t1nition pré
41catlve. Introduisons d'abord la notation suivante * 
énumérons ies assertions (~~ltbmét1ques·) du tYPe 

V~1t:X'3Y1eX VX2€X~~.·371\é:X (S(X1 Hw 7 » oà S'estn

, combinaison logique (c'est-à-d1~e par ou. et. ~ f -) d'asser
t10ns P(;'•••Y ) -0, ave~" i'~lynome de Z [X.....Y ]. S01tn	 n
Q(k, X) la kième.
 
L'exemple est alors 1
 

~1tense~ble des entier~k tels qu t 11existe xeZ tel que 
Q(k,.X)·o 
~on caractère 1mprédlcatif tient à ce que pour définir une 
partie d'un ensemble (1). on utilise un quantificateur (exis
tentiel) .portant sur toutes les pariiies da cet ensemble .. De 
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ce fait. pour montrer qu'un entier li: y appart1ent p on pourrait 
'~reamené à utiliser l'existence de parties de Z qu'on ne 
sache définir qu'à l'aide de oette partie qu'on est en train 
de d~f1n1r9 

Il n'y a rien à reprocher à cette définition si on admet 
comme claire et distincte une notion de partie arbitraire de 
Z (que cette notion soit classique ou constructiviste, arbi
traire signifiant alors -définissable-). Ainsi, cette défini
tion pourrait facilement @tr@.formaliaée dans la présente théo
rie s1. on lui adjoignait un symbole -r (ensemble des parties 
de••• ) a..ec l'axiome !r€ f E ~ ~eEo 

De mon point de vue 1Jltuitlon1ate, je n'admet pas une 
telle notion de partie définissable arbitraire; il existe d1. . . 

vers procédés de détinition, maia un raisonnement. diagonal 
montrerait qu'on ne peut pas -tous· les énmnérer; c'est d'&11
ieurs là l'essentiel du paradoxe de Richard. que je ne connais 
pas assez pour discuter plus. On ne sait pas expliciter 
quelles sont tous les objets qu'on voudrait appeler ·partie 
d'f1n1ssable de Z" ou donner un moule pour tous les obtenir. 

En conséquence. 11 n'y aural';fl'.a da,ns cette théorie <.iien
semble d88 parties d'un ensemble donné, mIme pas d'ailleurs 
pour UD ensemble comme { ~ J (cf pg.9) 0 Les définitions impré
dlcatives-sont automatiquement éliminées. 

Oecl·n'exclut pas qu'on parle de propriétés ~a1es pour 
toutes les parties de E; cela signifiera en fait propriété· 
vr~e dans un formalisme qu'on crott pouvoir· appliquer chaque 
fois qu'on aura trouvé d~s son ,chemin unob~et qu9 0n ait 
envie d'appeJ.er p~tle deE (o1' pg1o) .. Dans la présente. 
théorie cela se trad~ira par l'étude des conséquences de laE. 
pris comme nouTel axiome. et oà l est variable libre. 

mailto:tr@.formalia�e
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On po·se les définitiens 1 

Xl'l Y abrévie {:E 1 Ji: € X et x é Y} lu. intersection de X et 
y 

.~X"'" 'Y {x ~ x 6 X et x ~ yllu complémentaire de Y 
dans X 

KvI' U{}f"Y] lu réUJûon de X et Y" 
If:3 ~ X € :ID R(x) 3 xe :ID 'v'yeE(R(y)#y ., x) lu un et un seul 

. objet de E satiatai"t R 
tx é.E R(x) fa U{x f xE E et R(X)} lullfunique objet de 

1 

E tel que R 
ft(xqY) {lx} f1 {X9~,J} lu le couple- (x,y) 

pr1 s (, x ~ Ufi "3 Yé:UZ 5(8-(XY») lu première." 
projection de m 

XU'2 1& " /'7 é: Us lx E. U. (z-(xy» lu deuxième pro
01{T(x>tx é E} {T(x)~x€E et x:x} [-ject1on de z 

ft .ExP U {{<xy) *:II.: € E} ~ yE ~ lu prodlli't de Eet F 

~ !I!(x,y) ~ X € E et 'JI é. F et R(X,y)} 

l abrév1e {T(PJ':lsopr2 s} ~ SéE xFet R(pr1s, Pl."2Z)} 

De m§me à plus de variables 

U ~(z) abrévle U{~(z)j $é El 
Z€E 

R est un graphe de E vers F signifie R e: Ex: F 

la. diagonale de Ex E signifie {htfJx)~ x € E} notée ~E 

On pose aussi des définitions où l~expression abréviée 
ne contient pas toutes les données, ainsi ; 
R@Sg si le contexte montre que'R est un graphe de F vers G{l' S 

un graphe de E vers F 

abrévie {(x s)~ XE E et oZ tË G et j OS € F«%Y) E. S e"t 
(yz)€ R )} . 



S-l abrévfe \<:JX> ~ x ~E et y~ F et (XY)E s\ 
S<X> u 't~ v-e /4' et 3xE.X. (X/~)eS} 1 

Rest une'raltlon d'équivalence sur E signifie.
 
R est un graphe de E vers E (-sur EU), AEa. R (-réflexivité-).
 
Roa cR (-transitivitéw) et R-1 = R (asymétrie-)
 

Il est une re1di1on d'ordre sur E signifie
 
R est un graphe sur E,A E .' R (\ R-1 (réfiexivitéet Want!
symétrie-) et R est transitive.
 

Je laisse au lecteur le soin de définir les tonctions~ 

1n~ectlons, sur~ections. b1~ect1ons, 10!8 de groupes, struc
tures d'anneaux etc o 

Il 'verra que les définitions proposées signifient bien ce 
qu'on ...euto par exemple ... ""31 x tE E tR(x»)~ R(tXé·E R(x») 
Il nta pas Itre vrai en général que pour une parti~ :t de X,' 
y .'X'- (X ..... Y) , bien que oes deux parties aient m@me complé
mentaire. 

Pour une équivalence R. on définit la partition Ela par 
{a~(x) ~ x € E~ o~ u.,.c:x) est la ~lasse ~~e ~quival.ence 

de x pour R. so1t i 7 ~ '3' € E et 'x,'y) e RJ. . 
1 
; 

1 . 

Dé~1Dir une topologie estplus d~licat car il t a -trop· 
d•ouverts pour former un ensemble. Dans tous les cas prati~ 

qU8S cependant. la topologie peut 8tre définie par une base 
dtoUTerts p.. -trop· nombreux; ! est une prétopolog1e sur E 
81 a) Vx E:' (XeE) 

b)· 'ri x· €! V y €! (X (\ Y ET) 

et ! et !' -d'f1n18sent la mime topologie a sl 
a) Vx €: E VXe.! (x ~ X ~ 3 Ye!e (x € Y c: if) 

et b) réciproquement 



f=~ê....,.g9J:Rj.~§. 1. la défind:t1on (très classique) adoptée est très 
~ti:rl(Ü$lle" Vole! commen't on pourrait .arriver à une théorie 
logiquement plus satisfaisantee. mais donnant lieu à desdif~ 

ficultés techniques sans aucun intérlit mathémat1qu.ess1 on 
~l~et d~ident1fler wensemblesu et ftpropriétés M• 11 est natu= 
rel d~introduire des ~ensèmbles 9 alias propriétés 9 ou rela
tionSl;l à plusieurs v8,r.iables ; x,ye E signifiera que la pro= 
priété ( la relation) E est vraie pour x 9 Y {antre x et Y)o 
Déa:lgnant alors par .x,y} la relation vraie seulement pour 
x~y on a11ralt XoY E.E ~ (xt>y)c:Eo Les dif.ficultés techniques 
seraient que 

1) il faudrait pour bien faire considérer des ftensembles~ 

à un !!2~~ls.2!lsue de dimension (lin nb de varie.tales). ai; 
il est difficile d introduire lUi nombre quelconque dans un 
formalisme; cela permettrait cependant d'avoir 1dentité (et 
non seulement bijection canonique) entre (E XF) ~G et Ex(FxG) 
où E x 1 ~st la relation vraie pour Xi00Q~n YlqO$Ym si x100xn 
satisfait E et Yl .~.Ym F~ 

2) pour pouvoir réunir des ensembles de dImensions dif
férentes il faud1:ai t admet"tre des rela"tlo1.ls a:.1ant un sens 
pour un nombre quelconque d 1 ~gunlenia:: ~ 

Jt!.,~""",,;~~ 3 Du fait qua .paJ;' E6 E = { x ~ :Il: é E}J seu.ls 
des ensemb~es ont dro1t daclté dans la théorisQ On rencontre 

.. . 

capendantda,ns la nature des opjets qui n'en sont paSD par 
xemple une chaise niest pas un ensemble (au sens mathémat1~ 

que dumo~o synonyme de fl~~OP~iétéW et non de Wtasti)Q Cela 
sigl'll:fie en pratique que ~qut ensemble de la théorie doit se 
conl.)truire /J. J(s.rtir de 9S ,.~. On aura par exemple 
3=\~J{q)\/l~/tqj}n . 

On pourrait remédier à cette situation an affaiblissant E6 
pour qu~U :ne sOapplique pas aux éléme»;ts dllun ~nBemble If les 
b.dividua~ mals cela n/)off're aucun i.nté~@t mathémat1qlleD 



Oe chapitre est consacré aux méthodes de démonstration 
(et de définition) par récurrence usuelle ou tranafinie o Dans 
l,e cadra de la présente théorieg oà Illon ne dispose pas d~ 

lOensemble des parties d?un ensemble~ c est la forcs relative 
de ces méthodes qui fait toute la dif~érence entr.e une théorie 
du type de l'arithmétique et une théorie des ensembles; on le 
verra au § 4~ 

Brouwers (2) a montr~ qu'on pouvait sans diffioulté dé~ 
Wfinir les ordinaux inférieurs à W et aller jusqu'ilà éo;~ le 

plus pet! t ardin.al tel que wSa= to)ou un peu plus :loin n'est que 
plus compliqué; 'cependant. il n 9 y a pas à ma connaissance da 

définition générale de • ~ est un ordinalft telle que si ~ et 
(3 sont des ordinaux~ on ait 0( <. f3 Jo(::: f.> 01,(. 0\ > 13 ' 1) 

Cela étant :peu encourageante je ,me suis complÈrtement a.bstenu 
d~utiliser les ordinaux dans la théorieo On sait dans les 
théories classiques que les méthodes de démonstration et de 
définition par récurrence tr~afin!e restent valables sur un 
ensemble ordonné vérifiant la condition de chaîne descendante 
(Bourbaki (2) 1ère éd Q §6. ex o 27c)o Dana le cadre classique 
toujours p 1 aYiome de fondation 8 )

\Ix "3 x ex E x ~ 'X 0 X= if; 
garantit que le t9soubassementVJdlJun ensemble Xl} formé des x 
tel.a qu'a 1stent xoooo~ avec Je := XolJ " t....xt,E:lt«'+-i· .• , xncX' (n~o) 

est ordonné~ et vérifie la condition deoha!nedeseendante~ 

pour 1a relation transitive engendrée par IGappartenance o 

Dans cette théorie-ci~ on combinera ces deux principes 
pou.r postuler directement les principes d ~ i téra:tion sur le 



soubassement d'un ensembleo La légitimité de ces princ.ipes 
do!t 8tre vue comme' exprimant une affirmation a priori sur 
les méthodes dont on peut disposer pour construire des ensem
bles6 Elle me semble en tout cas évidente tant quton regarde 
uniquement 1es soubassements d 'nsembles pouvant 3tre défini 
dans cette théorie-ci. 

,Comme d·habitude g 11 faudra !n'traduire les définitions par 
recurrence ("trans!inie-) par un nouveau signe primitif.. 

Rigle formative a ft ( , ) est un signe primitif de la. théorie3 
si E et 1'(%) sont des tet'r.lc:.s. :x une variable ne 'figurant pas 
dans Et> alors lA: x (E,T(x» est un terme (x ,;rarlable 
lié.)o 

Intuitivement, il s'agit de la valeur en E de la. fane';" 
tion f définie par récurrence, transfinie sur le ~oubassement de 
Et selon la règle. 
la vaJ.eur de f en X' est T appiiqué à la ~estrlction de f à. Xo 

Oela ee traduit par l'axiome 

Il ltz(E,T{x)}t ~({(i,1tx.(z,'rlx»Hz€E})Cl 

1 ; 

. S1 par' exemple on prend pour T 1 {P?l~)} u .Upritt> 
le terme obtenu stappelera le soubassement de E noté Sb get Il 
siD'ftiflera. .Sb( E) ::{Et u U Sb(z) . (1) 

. c- J ,uf 

Les démonstrations par récurrence transfinie seront jus..... 
.~if1ées par 1 9 ax1ome 

12 \}PeSbgl\!XEFlRbc»=* R(F» ~ R(E) 

Un ensemble E est di~ complet si VxeE (xeE)~ 
~osttion: 1) S1, Zs Sb Et alors Sbz c Sb fi: m en RSti·c~!.;'!!:.-

S~E 'est compl!!•. 
2) S1 E !st completa Sb E '= E v 

3) '\Ix e SblE' E fi % 



S1 on démontre une assertion du type \lx E F(R(x») ~ R(F)l) 

F varlaple libre. 12 montre que pour tout terme E, R(El; on 
dira avoir démontré R par ré~urrence transfinie (absolue) sur 
Eco Utilisons cette mé thode pour 1) : si Z é Sb E; g on aura 
soit z E. et Sbz = SbE • soit Z E Sb (x) pour un x E E; parIS 

récurrence Sbz c 5b %0 et on sait que Sb Je eSbEo Il résulte 
encore de (1) que Je e. Sb x. puis x c Sb x et' Sb z cSbE implique 
donc Il c; Sb E. 

S1 on démontre une assertion RCE) par une application de 
12, 1) montre qu'on aura aussi \fze5bB R(s)g l'hypothèse de 
12 é'tant vraie à fortiori pour un Z iË Sb E si elle 1 9 est pour 
E. On dira avoir démontréR(z) (SE Sb(E) par récurrence 
transfinie SU%" ZfI limitée à Sb E. Utilisons cette méthode pour 
2). R étant, x e E U {E} ~ 5bx e E u { E} 

L'hypothèse de récurrence est 
x e Sb, et \ly E X (y ~ 'E U { El ~Sbyc: ,E v { E}) 

Si XE E- u ~ E~ puisque E est complet. Vy tE. X (y € E) 1> donc par 

récurrence Ir/y cE: x (Sb y e: Ev \ E). Que lt c: Ev \ El résulte 
alors de (1)0 
On a donc la cone1us1on E E .E v l El :::)SbE e: E v { El; 1 t inclusion 
inverse résulte de (1) et 2) est démontré Q 

Pour 3} on va démontrer fi a E. Sb E (E 4- a) par récurrence 
transfinie absolue sur E. S1 z e Sb E. soit z $ E~ soit 

"3 x E :ID tel que • é Sb x. .vans le premier caa.. supposons par 
1'abaurde E E E. l·hy~thè8e de récurrence s'applique dès lors 
déjà à Ep et donne en particulier E~ ED Dans le second cas& 
de E e z et z € Sb x résu.lterais E é ~b x.absurde par ré
currence puisque Jt E E 0 

Il est facile de prouver par récurrence transfinie abso
lue sur E que VseSLE (g. E ou 3teSbE(zét»o Cela permet 
de renforcer 3) en tj z e Sb E(E • z ou E 4Sb z ) ft plus parlant 



sous la forme
 

Notons encore qu'on peut renforcer I 2en 12 t 
12 1 VF lE Sb 8 ( \Ix EtVFShJ (R{x»' 9 R(F» ~ R{E) ; 

12 est conséquence de 12appliqué à Rf (x) a \1 x e: Sbx R(x) 

§ 2'. Arithmétigue. 

L'ensemble des nombres entiers sera introduit par une 
constante de la théorie. B soumise à des axiomes qui expriment 
qu· on prend pour suite des entiers la suite r/J = 0 J { cp}: 1 J . 

{ <P 1 f<pU =2., ... , 1\ ut.,,} =11 +1	 • 

Formellement. on pose les axiomes suivants. ou 0 désigne <;b 

et où n + l .désigne n u. {n} • . 

N1 oe fi. 

:N2 \7'llE Il (n + l E.' H) 

Il, \J-n è Il (1'1 • 0 ou 3 m é B (1'1 • m + 1» 

Une assertion R(n) étant donnée. appliquons 12 à l~sem
bl.e N et à 1'assertion S(X) • \j'Y' e X(11 € N~ "R(11») 
On .trouve que pour prouver 'Vtt e R R(n) $ il suffit de 

prouver VX E 11 (V~EX (n € B =*R(n»)~ Vn e F(n é if =* R(lll» 
qui est impliqué par 

V11E fi ( "if m e Il (m E B ~.R(m» ~ R(n}) 
(taire X • n)o En vertu de 139 cette assertion est impliquée 
par R(o) et \lm E R (R(m) ~ R (m + 1); .s 

Principe de récurrence 3	 .!Li2) et Vn E N WJni => R(n+.l1l ~ 
Y... E N R~) 



Pr!P2sit~~" 1	 1)! estoomRle! 
2) ~~~~ entier est qo~~*e~o 

3} R.~ touj ent!~s l?~~ ~"Jb"nE. !,g,"","~_91l~!! 

Démontrons par exemple ,) ~ 1) et 2) étOOlt immédj.ats parré= 
eurrence, dé même que 1 t assertion 0 E n ou 0=1\ 

Procédant par récurrence sur no on doit prouver 

(n Emou n=m ou mEn)~ ln+1Em ou n+l=m ou mEJ1+1) dont 
là partie non triviale résulte de nE m::;.(n+l € m-ou n+lmm) 'lu li on 
va protlverpa.r récurrence sur mil Le cas m=c est trivialo Si nEm+1 

... ? on a soit nem (et n+1 m+l.). soit ne m et dans ce cas par:11II 

récurrence solt n+lœm e. m+l.g soit n+1. E mc. m+l ce qui termine la 
démonstrationQ 

La relation né m se notera plutet n <m et lapropos1tlon 
précédente affirme que <. est un ordre total (d eailleurs identique 
à ~) et que chaque entier est Itensemble de ses prédécesseurs~ 

La démonstration du rp1ncipe de récurrence prouve que l~on a 
aussi 8 

TI il e iii (\lm <n(R(m») =9 R(n)~ \in € I~ R(n) 

En spécialisant Il à tous les nE. N ou à. N9 on démontre 
las principes usuels da définition par réeurrence; on peut 
ainsldéflnlr lOadditlon et la multiplication et v.érifier 
les axiomes de 1 9 arithmétlque Intuit2on1ste tels qu~exposés dans 
Klene (l)e dont les résultats pourront 3tre utilisés~ 

Dans 1e cas généralo on ne sait pas féfinir 1 g ensemble des 
applications de E dans. F; pour Es [lDn] p on sVen tire cependant 
en le définissant par récurrence sur n, et cela permet de peser 
la définition 1 



Défi.n1tloa 1 E est f1n1 net s'11 existe n et une bi~ect!oa entre 
••• 1 

,E et [1,81 • n est alors un19,uement déterminé et se 
note cari (E) 0 

Pour E fini net on détiJ'Ût paz transport l'ensemble des
 
applications de E dans F, Hom (E,F)o Pour BatF finis nets.
 

. E x F•.Hom (E.F). Eu.! pour E et F d1s3ointa sont encore finis 
nets. On prendra garde que E··u F n' a pas en gén~ral de raison 
d t 8tre' fini net~ comme le montre H~l}uH~~?n. !out Elin! net·· 
est discret, c'est-à-dire que VxeEV'jE.E (x-y ou xh). Les parties 
nettesF de E fini net, ce est-à-dire telles que Vx € E (xéF ou 
x E F) 0 sont f1n1es nettes, et on peut définir leur ensemble~ 

identifié iL Hom (E, [l.~ ) 0 Les entiers sontexactel!lent les en
sembles finis nets complets totalement ordonnés par • E ou = "0 
Pour E t'ini net. on définit· tpn teE) ~ récut'rence· comme enaem
b1e des parties nettes de 1~t(E)1 'fnet(E)-Eo, Le soub~ssement 
d'un ensemble E' est fui net a1 E appartient ~ ùn des ofnet (~) g 

auquel cas E est dit absolument fini net 0 . 

Pour les démonstrations, on proc~de par récurrence et~ si 
cela est nécessaire pour ~noncer la récurrence. oD..se ram~ne 

dt abord au oas d'ensembles f1Jûs nets -types., comme .[l,n] ·0 

Seule la oaractérisation des entlers .est un brin plua difficile; 
on remarque dt abord qu ~UD:' ensemble .tini net totalement ordonné 
a un plus petit 'lément t al J est une bijeotion [l.Jij--+E. on· 
pose par réaux'rence gel). J(1). g(l+l) = f (1+1) 81 f(i+l)~ CJ(i) 

'., g(i+l)=-g(l) sinon; ~(n) est le plus petit élémento 
Cela permet, sous les hypoth~ses faites,de trouver une 1S13ection 
croissante 1 

[ltn]~E et une récurrence facile montre h(1) 1-10'1: 



·31".
 

On se propose d$exhiber pour tou't; terme sensé ~ lm terme 
sensé r-qu1 soi~ une sur3ection dWune partie de N dans TQ 
Pou~ mener à b:len.la récurrenc0 9 on va dev'o1r démontre:t" plue 
généralement g 

~·te:t~o~ème do ~_énwnért:tlli.! 1 §.g~~ ....~J~:) un ~erm.e Be Q.9..~!!~., 

,R.~~~1i! '\variables libres ne ~ :: xX"xn " §oi" r1,'. ç !~~_ 

~r:lab.J..~a li}~,§ qJ.stine!es des ~:.~~, va...",2on~t~.!....~!!
.!:ll~ment lm term2, ç (~[) tel qu ..!:. !.L,~.;.. ..r i J1.gpL<!$_~.!~
Jactions de artie;l..,.,ttEt.1Ldan..s les S-J! xi fi .!.tj)..!:!........E {!.1},.c.> ~ 
une sur ection d fi una . arti deI!] dans S b T XI>' 
.. ~. ..... 

Le dé~onst~ation se tait par récurrence sur la longueu~ dG 
!~. SG Test N ou un~ varlabl libre~ le résultat est trivi8~& 

il faut alors considérer l_s ca t 

a) ~ {U "V} 1) fa,cil ca SoT {T~ V SbU V SbV .. Le ea3 T= >~'V 
est plus facil~ encorao 
11) T ;:: {U(x) ~ XE 15 et R (x)} • Par :R."éCUrrenC8tp om. d1aposii1 d\1lm~ 
3U~~ e ion do Il un pa:et.1e de N ur SbE, doxac a.ussi de "telles 
su: ~. tio m . tir E et l . Sb pour x E E o LQhypothèa~ de réeur-.... 

renf:0f) appl.iqu: à U(x) p rm t alors de construire des sur~ec= 

tio a r[x] .ra SbU(x) pour x =E.. L(1 aas rtien r'ésulte alors d$ 
lQa .ist no dOuna ~urjection N~NxN et de ce que SbT ~ {TlvUJ~~ 

XE 1;, 

c) ~ . St (g,U(. » a L çcherché se d éfl:n.t:t"a~ comme T~ par Wle 

1téra~10 : 0 dlsp 3e déjà d le (partie d N) ~ SbE e et d~ ~(x:l) 
(pa~ti~ d E)...SbU(:xlo Par récurrence tn fi supposons· avoir déjà. 
d.éflni rIA. g pért1e de N~~:ltx(u$\' U(x». pour lH> éléments l.l de 

XX€ S. fi et c1éfinisaon r .. En vertu de Il It (XpU(x) ax

-cr (graphe de U~\~{U U(x»" ueX)8 utilisallt r;j on voit
 
qu 9 il suff'i 70 d.a oonstruire '& a (partie de In~ (Slii du graphe 



il ,61Y! qUGlsi;ion}o Cela se ~a1t .facilement à l~aide de et de 
qu,i .fou:t'nî:t une 811,1' ;jaction l1'ers Sb X. 

Lh Esm!!~l.e!t~une forme affai.:9.1ie d~....l:.a. tl!éori~ d~~~.." 

!§~~!!§._~~~.lÇ~~~t~étlqu~o 

p~! !9~.!!a!.~Ç.!§. 
Une équivalence entre deux théories 00 et Z.., ~ plus fortes que la. 
logique est la donnée de 1018.* associant à chaque assertion 
de G~ (resp 'ï... ) une assertion de ~ (resp ~) de façon que 8 

1) * eIDt oompatible avec la logique~ c'est-à-dire (A ou B}w 
est A* ou B de m~me pour ~ ~ et. 

2) Si A est une asserti~n de 0Q (resp 'C., ) ~ A ~ A'lTw est un 

théorème dG! Go (resp 6.., ) 0 

3) Si A est un théorème de 60 (resp ~ )~ A* est un théorèm~ 

de ~. (resp Go ). . 
Une 'quiva,lance lim1tée entre deux théories ~ et ~ t d\1 

typa déerit ic' (i.e. aysr.rt au moins les axiomes loglqu<ls ai) 

Q,uant1f.iés) est la donnée de 1018 *. aSfJ.ocian:t à chaqu~ a.sse~· 

i.n (raspd te~me) limité de l'une un de l eautre, d~ faço~ que $ 

al	 Si (S pour ~ e[)~' "st (T pov.r .!. € è,> t !. coïncide a:vec ~(I 

at ( r; :fi)our zl E. r1 '" zi_lE r 1-1)* est I::i 1 pourz1 é D. 1'" 

$1 ..1. é: ~ 1-1 
b) Compatib lité avec la.1og3.que et le:s quanti.flcateura 

. (par exsiup161) (] zE.E R(g) pour !.e[)* est "3 !?SE: E-It 

. R*(z} pour ,!,€ r où. pour défi:ni~ -&0 E est limlté 

pa1! lF"E[' et R par !,E[. z tE E) 
c) Oompatibilité avec la substitution de variables libres 

à d aut:i:9S/lI 



d)	 Si ii/A pour .,!é [!lt est une aSf3ertion (UD, te:r..""'m~) limitée/) 

avec les notat:i.on~ de la pg,.-13 &l @n ta g 

l- V!4.E.r ( A:= A~~) 

où ~ désigne ~ (respor-)
 
e) Si 'tIrt;é[ A est un tb_éorème~ \f.! If f* A* auasi
 

Les équivalenc s# ainsi que les équivalences lim1tées 9 S~ 

eomposent" Une équivalenc lImitée induit une équivalence entre 
lea parties sensées des -théories (définition pg,,15 ) ~ 

Soit &" une ·théorie qui admet un signe primitif s ~ et soit 
7: ~S la. théorie ob'tenue en supprimant le s.1..gn.e s (et les axiomes 
où il fl~~~e)o On se propose d~expliciter un critère d~éliml
nation limitée da se e'0s~~à-d1re un critère pour prouver lOé= 
(J,u.ivalence limités de 7: et Z; -13 0 une des lois +: étant l ~ ill= 

clus:t.on de 7: ...~s dans Y 
On suppose que ~ a un critère formatif par signe primitif& 

el1.&cun étant du type suivant 
(0 F) Si ~ sont p variables libres dise·tintes !l.e fieurant pas 
da:o.s les q. termes l'et si ! sont r 'Germes et/ ou relatlons l1l 

tx (E V) est un terme~.ou tUle assertion selon le signe t ex-,~	 4llia') ;) 

variables liées)o 
Le fait que des variables liées puissent ne pas ~tre li

mitées va donner lieu à des difficultés~ On supposera être 
d.aus un des deux cas suivanta 
tU...S!!~E : pour tout signe pri:rr;1tif ott et tou.t terme :U.mité 
t (!g!) pour Ji fir \1 si s. ne figu.re ni de.n~ .10 ni da.us.r:Wl Ol~ 
dIspose da r termes l1mltés !! pour !. ~'I où s ne figure paso 
et tels que l~aasertion suivante soit un théorème 3 

!:! ·t x (!~ V~ ) ) 
.,,'., 

x 



D~.D.S cette f.'{H."IDu.la ~ représente '** ou salot\ le contexte itSI 

et : ~!~ représente Vl~Vi et G@~ et Vr~ V~o On 3uppoae ~ 

~hoiai une fois pour toutes dana ·chaqu® easo 

( 9 ) .~~!.;!l~w..!.té t on défln1t la notion de term~ ou a,19ser'= 
tion q~a8i-lim~~ée de faç@n analogue à calle de terme ou asse~~ 

tion 1~.T!l:l.~~ê~1:» à oela. près que des signes € peuvent ~tr0 ramplae> 
eés P"'~~' ÛŒlS eig1J.es ttO' On ut.ilisera Wlle rAotation eOlml10 !J.E/e.[·", 
Pour tout signe primitif t~ on suppose encore donné des termes 
Fi Ci~. 3 ile flgu4a pas et lUle suite de signes E I?(t de sorte qu.t?,'I 

Quelle que soit l~assertio~ R où ~ ne figure pas~ si 

R -~ (!, Elc 11 (~) ~ !?3!~) est un théorèm@!Il UQlI"S 

R·........ 'tx IE ..V) ~ tx cru \C'2f.~.JIE ..V9 'i Gst un théorème.~
~ (.rJ' ;t~w~ J 

PQm;.> élimj:·er. B# on va supposer disposer ci ~u.ne inteL"pr.é"-,,, . 
té.tion liMi 'ée @u quasi-limitée de a dans G w.~.a;o8elon qu\lcn ~s'î:; 
dr:ul le C38 (1) ou (,) ., LorsquQon s@ dGnne une assert1@D. 
(Ot1 't;e:i:'ma) limi,:tée (resp. qu.a.ai-15.mitée) ., 

B (§.lJ!.) pt)u:f' ~ El (resp PCHU? !. E le.f)x ...... 
!ft: q'illtl g ne fi~ ni dans ]l, ni d~.mi ID ni dans r ~ il 1311 agit 
tif;! dj..5p,oa r da.n$& ""'·s de 8 0 dépendant dea m€!mes va.riables l:lbres t1 

qui 1~int0rprèt@~ Cela 8ignif1e selon le cas 

{Il) t- VZE.[ (S2l (~i V) == 5) 
(I~) ea~~ou~~~=~i~1ti # 

t- Z é/c L (s~ (li!) ~ s) 

On peut maintenant définir .me loi .;a. & Y ~ '7:-s 
W~ p:~eédant par réou~ence sur le nombre de si5~a 5 fi~l~an~ 



dS)l. 1 '1'assertiox~ ou. <éerme l1m..tté (resl) quit.si....limité) qu ~ on 

V~U:G 'i;radu.iz-6 t ~t de façcXl. à Vé7:,ifie:;c' les conditions suivantes ~ 

é;i;alt,~ d.onué !X: p\)~r .~ E [' (resp . zEle [) 

( ~)	 si fil n.s figt"œe pas dans J; pour t < n.~ on limite r'lÀ:par 

!; E l(i) (1 < n) (~es:p!, E le 1(1) (i < là» et 

(~ pou''f' 1;. E.f)oft est (T pou.r zlE ç ... zn E r~ b ., "Zk e.[~)*IHi 0 

(resp",,,~) 

(2)	 s;L 8 . a figu.re as d~ r et j, f es-I; t (!t'!) g om. limite x 
E	 par l"tE r il et 
«:~ c.<Ro 

(~f	 pour @eI)i'r est (tilt (!~!) po~· ~E.f ).;. (resp.,oo). 
(3)	 sl s n' figure pas dans~nl!. on dispose de! et on limite 

! pax !.E[G ~ E Ji.! et 
(~, pour ~E[)' est (t (!o! ) pour .!E[)* (respo 1> CI)x 

am 

(4)	 si s ne ii~lre pas dans !~ ~ ou 1, soit s ne figure paB 
dans T~ e4 on ne se fat:gue pas 9 soit T comme~ce pas ~9 et 
on prend l interprétation dont on 8uppose disposer .. 

LQ1dée est donc de commence la ~raduction par l~lntérieur 

de la formula, de façon à n~ avo ",r qu à tralteI' le càs où $ f.j.gu.~ 

seulement en ataa 
L@s .onditio ) b) et cl de la définition des équivale~ce6 

l1mi ées sont remplieso d) et e) sonT. t~iviala dans un sena, 
carr s ~ l -3 est 1 0 identi té«> POUX' démontrer d)" en utilise 
la m@mGl récur:f'en ..~} que plus haut l1 st dans le cas qU3J:31-11m!téS) 
on prouve plus qénétYA1ement qlle pOl.Lr A pou.r ~ E./c.[ 9llQ.S,-lint.lté
 

. ?4.. tE: l!J'X ['::=; (,~A' .) est u..u thé@:reè~
 



~'!l leeteiU'a J?OlJ,;t, v'érifier que le ·transformé d'un théorème sensé de 
G est Ul), théo:t"ème~ on m:et aa démons·tra.tion sous la .forme ga= 

rantie par le métath~orème 103020 pg~'15' et on conclut ~ 

Crit~re cP élimina:tion limité .e l ~ élim1xw:t.ioa 11mi.'r.éa de ~ est 
CAP-::r. ~~ ::l;OIL:t:Ji!lljL ...... aaeu~IOo. _ Q "1IGWft - C'Wll~~ .....,~'d!'.::~.-.~ 

.t!Sl!.~l!~ C~F.. est .vérifi~e.. uto~.....!,~.:!,~!L ...q.,~!LU!.,q 

1!)""...m-1i us selon ,,~,g!:1 en ~!l22J2.!.."4~~!_...i!i.~fétJ!1ia!Q~,,,~!. 
$ 1fé~ifi~n,1,j11l.!ID_(I91,,$.:U,!lfilll ...~ laJ..2!..!..stt~-&!.4~'ïJ!.!!:.i; 
transforme fermetu.re d 1 axiomes lim1tés de 6' en théo~&mes de (; -81[)
~~.:~ ~UtJ~ PV'f.Çlr,....-m-m :'e1~~n::i't 1 ..~~:r~~..;,..,. 

Dalla les è9._plica'tiol:U?i eJ la conditioJa OoFo' san trivialGJ 9 et 
les eondi·~10 (l) ou ( ) aisées à vérifier" La loi '* @hm:hge 
pau la. t07;'m des asaenioJAS e qu.! :;c>sK!èœa ailSée lm vért:Ki@atlo:n 
d ,a. dernière eondit10 ·~apéc.1al~mer.h' pour les mtiomes wn,@ïJi 

@pécif1ques à ffiji'Q ra me cont n'tarai li général d fi exhiber: 1 ~ il1"'" 

terp'~ét&tion$ laissant les autres . érificat10ns au lecteur 
eonscisn ~~ll!Xo 

L9 at'f'ai. li3ili III nt apporté à l~ thé@l"1e des enSJembles sen 
que lGJS déflnitios par écurrenc mt:t)an$f1ni~Gll ne 3~:ront pel"= 

mis a qu pour ~utantu0 les valeurs d 1 fonction définie 
~ stent denœ un œnsemble fixé à Itavan~$Q La définition du 

oubassemen.. 11 q étaut pas cie ce typC} li' Ol! ). ~ lD.troduirà par VAn 

~OUVœlau signe prim!tif.., 

Formellemelilt 1 la théori (&'s'§')oapour signes primltlf$ 
eaux d~ la théorie précédente. sauf ~ 9 et les nouveaux $ignes 
p.;>imitifs Sb t U! 0 tee axiomes aut.cs que d"itératiou:restent 
i chau.gé9l/o I!:lA ou: re, ai E est Uil ter~ae" Sb :ID $st un terme et; 
{) . p@se l ~ a.:Kiom 

SbE 



SlJ ~~tant m:l'tell.d.u. à ce nouveau se:ns, on conserve le p:i::'in
l1);i~ 1::(" d\& démonstra:t;loXl. par récurrence transfinie tel qu (J il. 
figuy:e pg~:2 6 

Si E~ T (;,,) ~ f1. sout des termes~ Mt){ (E J T(y.) ,.n.) 
ffif.lra	 un t.ie~e li On prend pour axiome g. 

1l
1	 tUx(E~T()() o.J:).) ~~..!PlocgJt~h-!-.!9,E&.lt2ml!.iJt~p~_~~_4!, 

>a~..2....~} .QJ..3j..t~ni ~X~~. ID!.U!~~~!Lil,Jt~"w 
~~=~& ...! ~t_qY~_~~lJ&.~ŒIe~!.1~tl!~~~ 
.§.~,,~e-.9~~J..'!l!!!"'It.U~~t..9!2t,~ s~ v~~~i-!!i,,;ltQ' 

G-fl he	 ~ h .~(JVt. ~ Pa. ~~ ck (6M.J}o ~ ;AfM.i-~i 0. E'~J.ti:.r1lJ!. 
C~ est là llJ.n ~ésultat raleo:n.uable ~ car O:!l sI) ea1; arranf:ï;é 

pou!:" tU..er 190bstruction la plus évident~~ 10 thé~rèlne de Gadttl o 
\\itv.1 rel1tlif!t·1t ee !~~sultat .abavde si OB l'cuvait prouver la nov.&.> 

~@ntjj,"adi.ction. de 1 11 al."1'tlunét:lque ans (E-rv.\.J.) 01> 

Dl~'If!8 la théor.ie imJ:tlale, C~ peut se fa.i:ee d.e deux faço!W s 

A", là	 chaque aB2elttion ar1'~hmétiql1e A. on ass·oe1tl1. ~ar. l."êctu."rene~ 

iW.e periÜ~ da Nkt (j~ k est le nombI:'e de variables ~lui y fi=-' 

guI'ent ll !ntuitivamen~f cl/est la partie de Nk où A est vra...te" A 
tout théorème est asseié la partie pleins, et à oro la partie 'vid0 

»~ Il existe une démonstration plus aubtile~ due à G0nt$en~ qui 
utilise seulement una récurrence tran.sfinie jusqu3 à ~o v le 

plus pe'tit 9rdi!la~ tel qu.e wEo :;. &0 0 Si on pose par récu..r.renee 
wr'nJ ::: w(ul-n-I.I) et (,Jo]:: 1, 0'Yl ~ E.. ':: ~ (-1.P1] , 

o 

Ces d0UX démonstrations exigent ume définition par récurrenca 
d'l1u.ne- fonetlon dont les valeurs n.e restent pas dans;u.n eusemble 
flnl à. l eav~.nC0 p la première paree (J,u fi on ne dispose pas d~ 1(1 en"'j 
semble des pa~ti$s~ 1& seconde pour définir 50 0 



lIa déY!lonS\~Ioat:!.on utilise le Illét;qthf30rème d li} énuméra.tion~ 

le l~m1me qu.i GlÜt g qui IllCJntre qu'lOD, n~a à sfloccupex' que d~el!Sem=> 

ble?, de "t;yp~ W fird au ëI.essue de N9" et eXtfln 'UZl lemme f,'onda:-:len= 

da1 de codage dd à G5dal Q 

,_j.~ : ,§..ç-*~Fl.~.J ..J2.~~...i.!LffLE..Jt,.,j:~~ ~s!.-J,.!~~--5l:g" 
~!~t-..~!.Ç2~~~...lY!..,!!1.lli.!'~!..!.~~, l'!a .1~~J.,~jl~~_~EiY~ 

!.9a.tt.-q.!?:k~ID!. ~ _~~_Ltf...w~~s-! 

ijlli dés.igm,e il U m fois 0 On procède par récurre:a.ee sur la.0') () 

longueu.r d.s: T pour. ~ € /e[ (qU~Oll déf:i:<lit corrune le. somme des 
longueurs de T et des 'i ) et ca.s pa:t~ cas selon la. f'o:rrne de T 0 

tYJ.,~.1<...!.JL!._~~(~ . Si In convient pou.r U(z) penn.'" 
~ E/el!J ZéF.1~ on pren.d, m+1 

M1>«E~,T(x}/fl} e SbJ:!i xi) ce qui. rs.:mène a.ux cas 
1 2 ~-~ ._--

11 

Sl x.! € r:
Jo. 



-- - -

j~y'~ $!!-~.!iSlt! l!U~ équ...i..!..~enc.!"" lim1tée ...!at~!..,~zl.o 

~~~j!Léo:çi!L ol>J~~u!..s2mn!~ .,,?uj..1a.. i.dés~~ar I.e f!1g1e l~:.L 

1)	 Q,n SUJ!Rf~~ lU_a S'bsL!.o ~-!t et·..l.2 

2)	 .9.:o.... ~~te ..un Bita! Kt~1) §!_! (?Cl etA 80nl d!fJ ~rm~!.s.....21 
!i.~;f,. ..e!-!1&U~a! daD!,4d Itf~~~,) 
iLt'L.P.91J!t..!~ ax12m~; I~ ... Mt:'~..~L .!fL1; tUL.&AAPlf!..12A~jj.<m
1121. l\lIune.,Eartl!....!trt d8;!B..n...JÀw.~i~ en "e L.!..1 .!.:t seu,l2,..... 

.l~ertt..si -tl •est d~in1 sUit ~9gn;"11 l et.JiUle_.ï~ 
R.l1qué J sa ~Et~triet1on à Xl (= L9,Jl.!.-jLJ as'!i... dag..P ~ ce.,1 
~léme1\t den étant alors p valeuz en no 

3)	 .!!..m~me..,!lll! Ui
N

;t'emplap8 ~_1. 0a..!;.~..19utb à ....:t!...R!.§9~2 
~~=4:OOlt : i~ ~~.J('''J~~ R,('h~ ~ ~~~...:=Z \/;;.,.t= N R(-n) 

Démonstration g
~'" •• '''1-'''~ 

a)	 Comme cha.que fols qu'ion voudra remplacer W1 signe par tUA 

autref) a.pparemment moins puissant ll o:a passera par l a'lp;ter

médiare da la 'théorie qui COltt.ient las deux (ici (~:.fJ'og 
obtenue en Sldéd.oublante 1-t1'.)«(E ,T(x),11)pou? E lIB lN)" Cette théorie 

est trivialement éSnl~~e.R-i:'. à la. pr0mifJre l1 comme on le voit 
. sans devoir utiliaerle critère du n01~ 

b)	 On utilisera ici le critère du n0 1 dans le cas quasl-11mité o 

Dalàs Ut l( (EgT (xl Qfl ) (resp. l,tt:(~(x).n» 6' x est quas1
limitée> par x cSbE l'Cil (resp.. Je c: N x.n.)o Le cas des s.tlt~s 

8igne~ est trivialo Pour interpréter dans (B,v,,·f· >: ~(~.f.):-W 
lU'!	 te~, 

Ytt)( (E.,T(x) t'..fl) pour _ E /e.l où ut ne figUre qu~ là où il eat 
expl1eité~ on remarqua que I~ fou~~~ une déf1nition·d~ 

IAtl( (E~~P.(x)~.n.) e:!l terme des ltt)(3 o T(xL~.f\ } pour g €E~ : 



40"
 

et par récurrence informelle sur n èn terme des utx(~p ~(x)oj) ) 

pou.~ 21 € tr'-~~<D Sj. Z c lN, 11 est faciJ.e d II exprimer Ut à l t aide 
de lAlN 9' et on applique le lammeo 

e)	 :Pou.r réd..uire 12 à I~ 11 faut montrer que ai· 

(1) \l!,.éF (\lF'E SbE (VxeJ'R(x! ~ RCF» -=> R(~~naé. 
eteet uu théor~me de la théorie (~.f.)~ où I~ mon ara 

.	 . ( )" 1 f III&1ns'. lfl'équivalence limitée entre SM.j. et \~. )0">4) 

De VF'€SbE (\lxE\l;R(-x):::?RlF» on déduit 

(2) VlA.eUI1
E,(R{u» ~ R(E) sot
 

(}) \/u.€ UilE [V'PG li.. (~XE F'lRb,) ~ RlP))]
 

De	 plus par le lemm~g pour un certain n~ 

\J~ <i:[(UlÀE a. N) Oomme .I~ implique évidemment 

1 2 1 o. tluppose E E: N·~ on dédu1t de t~) que 

V~E.[ Vu.EUË(R{u») d 90ù pU' (2) 01li\ déd.uit (1)4 

d)	 Puisque l~' équivaleDce limitée entre théories est transitine ~ 

il ne reste plus qu q à exprimer dm:m (~.J.) 1 les termes quasi
l,imités d.e (~.f. ); du typœ SbE pour z €/e:E., On applique en""" 
cor le lemme. en remarquant que SbE se définit (sans Sb) 

en fonction des Soz poU S é UnE et que si al: Nt Sbs:: ~+i(zv"{z}> 

Om sœ proposa d$ donner une variante de métathéorème d~énu
mé~ation du § ; qui ~it un seDa et soit vraie dans les thé@riea 
affaiblise qu l1 0n sera amené à cOD1S1dérer~ 



~ & li ~xiste un prQSédé aX;e±ieite .qui il ..chas,ue terme
 
limité #
C'i' ln • 

associe une famille de termes 
JŒl	 •• 

\f.T (~".l1L l)
l...,"'(..!ll -1 -,.

:l,e,	 sorte Sl!!. 

1) a) li> nVa pas d'autres variable. libres que celles indiqué.es 
(toutes d1st1netes v et qui en pratique parcourerontm) 

'D)	 chaque indice parcourt un segment fi.U] des entie:rs g Où 
u dépend des valeurs des indic~s antérieurso 

c)	 la suite de variables groupées sous le symbole 

~ (resp 1) dépend de (i " •• Li) (rasp (L-'j'" LI< l. »1 

) lO'P ("') ftd	 dans lL,,".l.P_1 (, , 1..., ...... LQ _ 1 1 t. a mt;:me domaine de variation 
<)que ( l-'l 0 0 ip ) dans 'f'l • et les paquets correspondant 

de variables (~1" 0" ap..1 1. ) et (1\1 /) 0 o~) eoIncldento 

2)Pour (L'I"" <) Lit ) dans le domaine de varlatlo:o.~ posons. 

les seules variables 
,..'

libres de ~ sont donc ai .. ""!Je 0) 

où V désigne une disjonction ~rée (finie)"
 



Intuitivement g on veut donc que les ~;énumèrent T pour 
la vala'U:c des B j correspondant (paz les 'fr; ) aux .!.jO 

Pour mene~ à bien une récurrence sur la longueur du terme 
limité, on de1r~a définir simultanément des 

(m entier? 0) 

On vérifiera. par après que ces ·termes ne sont autre qu.e 
tilT,-m T(1) lf;T 'm +.., =: \f 1 ~ ,0= lfT 

eeJ qui a' un sens car 'fi Tom est considéré comme limité par 
n E.~, lé fi" Les 'fT&m énuméreront donc Um !~ On procède cas- - - - . 
par cas selon la forme de !; 'le résultat ne sera util1s4 que dans 
une théorie ne contenant pas ut N,o et je laisse donc sana scrupe1e 
le cas ut N au lecteur; les cas où T est une variablœ libre ou 
N sont traités pgo Lj 8 (cas:; et 4). 

"' ". V,1TI+'1Cas 1 a !1! est v V. On dispose dejà de 'fL ···LL J' "'d ..PouX' 
~.... UV '?YI 1 "Q 'l'tl~r ,

obte!Ùr lfr.-l"~I.h. ~o".J'tlt t on prend le 'P précedent où 
on collapse les 1~dices jo et i." (par exemple en ordOJl

nant lexicographiquement le domaine de variation de (J"~1) 

Oas 2c:-...w:.......az .. Pour m • 0 • lf~... tlt 1 (']-1'" 2!1I. {'l) est 
.2 pour V (0 variables qans 11 et 

'fT,-rn U 'h'l-'1 
ID' 2 VPour ID > 4) j) I.,..• l.k11'1...JJtll est '/..'1 ••. 1..1. J,. "J"", .) pour <1 

Par la suite~ ce genre de précision S~ la façon de se dé~ 

brouiller avec les indices sera omiso 

.Q..as.~ :: Test ~(~,tHt€ Ë(~l.J-..R~:t)\ eu 



on dispose déjà de ~ pour là terme limité 
V(z~t) pour t E (~)~ ~ 

,..., 
m =0 a on prend V 
m 0 3 on prend ~ convenant pour V et m-l 

Que ~ a bien les propriétés requises se vérifie par une 
récu.rrence facile ... On prouve dtabord (1) par récurrence sur 
la longueur du terme limit~o On prouve alors '1) par récurrence 
. .. . T~, 

sur T enco?e pour tous les 'f simultanement, rul's 2.).1 

. ., ,... oN 
'~r· 2 Elm~tlon d'L~". 

:4es opérations + et dans N ont été définies par réaurt; 

r@nCl3. Avant d'éliminer lUN 
• 11 faut les introduire par de 

.nouveaux signes prim!tifst, 
la théorie (fhv."j. )1 est équivalente à la théorie (~. f )~ 
obtenue en adjoignant deux signes primitifs S et P et les 
a:x!omes Ac Âl A2 A:; .. 

a)S1 n·, m.,p sont trois te~es. alors 
S(n~mop) et P(npm~p) sont des assertions 

'b) aJd.omea J 

.à. S(E.Fl'G) ou P(E.F,G) ~E€N et FEN et Gc::No 
.A:J. \f 11 € N \f1ncd'j (3!1EN'S(1l/1n/~) et ]lpENP(n,m;p» 

12 'rinG N S (ns>ct:n) et V'Ylé N V"'m ËN VseN (S("t\I'Yn/s)-:;S(1\'tlI+~St1)} 

A, Va tE. li P{n.o.o) et \t'Y! GN 'l'hl lE N\lpE N'vit:} E. N 

P(n,m.;rP} et J?(n,m + l,q) ~ S(nppoq) 

La lecteur aura deviné que S(n.m~S) (resp P(n~mop»
 

signif1e s·;: n + m (resp p nm) q
?:li 

ID -+ l signifie comme dt habitude _mu {m j 
La lemme au1vant~ qui résume les procédés de codage de 



Gadel~ va permettre da définir une équivalence limitée entre 
(~J)~ et la tbé()ri~ (E-M.f)2 obtenue en supprimant lttN 

:[Jemme a QL.p.4,!~ dans .(~.fl?t"défin:itt un te:t"Ille Rent.tel gue 
Y.1 0 2 ={wJ et 9Jl!.
 

Y'Y\(;.N H(n+1) ={fUt(11+1)~HféH('Y\) .eA:'YnENJ
 

Intuitivment& H(u) sera ltensemble des fonctions ,dG [1~~ 

Dans No Considérons avec G5del Itassertion ~i~~é~ 

:a(n~m?i~w~) g A", est le reste de ~a division de II. par 1 ... !mw 
L.f.. j d' . n=d( 1+im) + v.. et w< 1+ i-m 
Cette assertion est fonctionnelle en w, et toujours vraie 
ou. fausse" Il est cla!r~ Intormellement, que pour 1~1 ~ k 9 

Xl et' m variables tt wei) énumère toutes :tes fonctiou ~ ,kl ~ N, 
et on va le démontrer en arithmétique formelle intu1tlonniste o 

Volci les poiXlts essentiels de la démonstration s 

$.)	 Si une assertion R(n) est décidable (ce.\!-nR('Yl) ou -R(n» 
et s1 ]n R(n)t 11 existe un plus petit entier tel que R 
[par récurrence sur f1, on voit Vk'É n-R(k) ou J k~ n(R(k) e't 
Vk f1 < li: (-R(k»)]
 

b) Formule de Bezout pour le pgcd de n et m
 

lpgcd (n.m) := in! an ;~; bm pour a..( m, b < ilJ 
e)	 ExIstence d~un plus petit facteur premier 0 Théorème d!Euclid~ 

pour un nombre prem1.er divisant un prodult(> 

d) Vn 3m dont les :facteurs premiers sont les nombres premiers 
~n [récurrence sur n] 

e)	 Pour un tel m, les (1 -+ im) sont deux: à deux premiers entre 
eux pour 1~ 1.~ n [tout nombre premier divisant deux d~entre 

eux divise la différence donc est ~ n - absurde] .. 



f)	 Soit un terme'f (1) tel que les,'f(i) soient deux à deux premiers 
entre eux pour 1 ~ .1 ~ n .. Vi ~ "ri '] d. divisible par \f(J} pour 
1 ~ j ~ n. L =1= j et premier avec If (1) [par récurrence sur 
n& il existe d dont les facteurs premiers sont exactementoo~ 

g)	 Même hypothèse que· (f) Il existe d divisible par les lf (j)<) . 

pour 1 ~ 3 ~ n. L=/= j 11 dont le reste de la division par \f Ci) 
est un nombre donné quelconque < 'f (1) (utiliser Bezou.t 
pour 'f (1) et le d trouvé en (f) 1 prendre un multiple de 
ca dernier) 0 

h)	 N§me hypothèse que (f)o On S8 donne de plus UJl teirme 'f"(1) et 
on suppose 'r (1) < \of (1) pour 1 ~ 1· ~ no Il existe d dont 
le reste de la division par lf (i) est 'f (1) pour 1 ~ 1 ~ n 
(par récurrence sur 1 ~ j ~ n~ 11 existe d divisible par 
If (i) pour 1 7 j et ayant le bon reste pour i ~ ~) 

1)	 On se donne un terme 'f' (i) et k 

"3 n 3m \fi~ k B (n.m~ i ~ 'r (i)) 

j)	 \j'Il j n "] ID B{n.m~1"w) 

k)	 Vw Vk Vn \lm :I·n· "3îl1' (Y1~i.~k. \1v E('>l,'>'>1, i J
v) ~E>(.,,:%:i..v) 

et	 E(n·.mt~k+1.w) 

On a ainsi fait ce qu'il fallait pour pouvoir définir 
H (k) comme 1 

{t(L.W-)~1~I.'k)WéN.et B('llJ'rnJL,W)H '}l/'h1 EN} 
Il est aisé maintenant de définir l'ensemble NHom ( r~q). Nl) 

des applications de [~q] dans .:Nl Pour éliminer ut fJ ainsiet 

que pour toutes les éliminations ultérieures~ on utilisera le 



critère du n~1 sous la forme limitéeo Soit donc un terme limité 
Itt~ (T(x) ~..n.) pour ~ E [ . 

a)	 si Ui N ~.e f.lgux."e pas ni dans n lJ ni dans r t! il a t agit de 

11~iter la variable liée %0 Les résultats du n~4 permettent 
WNde trouver Lf (n) ~ terme de (~.f.}2 • (6,'0. f.)'1 - ~ tel que

Vz E['t/WE..{l "3:!lEN (w::\f(n)) 

On	 peut alors définir Hom ([0.Ji] o.fl. ) et I1m1ter x: par 
[fi Hom ([o"$I~&h) (Hom([o,'Yl] il) c: {\fofff e ~([o/hJJtlH )
~€N	 / 

b)	 si I;{1N ne ".figura que là où U est expliclté u il s'&aglt dOen 
trouver une interprétation • 

{('YlJ~}~l'lENJJEllJJ-]fE~([o,1'l1/Jl) tel que f(n) == y et 
que 'th ~." f(!,)::: T ( j 1[0 J L. [) } 

JAl théorie (Ens~ f )20st équivalente A (Ens f ,; obtenue 
:elO.s'Q.pprlmant {!\!9U} "maie en adjoignant ua signe prim!tif 

pour U v Vu car {T,Uj :Ill {!} .~ {u} e1;{~Ù = {T}l1éN et o=o}~ 
Elle est encore équivalente il (EnsJ)2 obtenue en adjoignant à 
(Ens.f.)2 des signee primitifs pour exprimer {!(nfni ~ l!l1EN .. 'o .. 

Cl AO 9 nkEN; R(n)} (k 40) le tout avec des axiom:s êv1den·ts~ 
Pou.r établir Ulle équivalence limitée entre (Ens.f·)2 et ( Ens.f>rJ 

obtenue en supprlmant le signe {} l in!'t1al ~ il s Gagit dt expri.
1 tst 

mer dans \EDS.f.) 2 les termes lim.1tés 

{T(x)~ XE E d' R{x)} pou E!. El (1) 

où! f J n~appara1t qu'à ltendroit où il est ~xplicitéo 
ta variant0 du métathéorème d~énumératioa est vraie dans 
(Ens.O;9 (J.e nouveau cas dans la r~eurrenee est traité pg48 
(es.8~) ~ L& appliquant à t E pour fi E[ (k termes dansE) 



1 k·' 
on trouve trI.., V!)..,), .:' 'ft, ... l.k ('!2,,'" '2lh.) 1 lf>L-1'" Ll<t( !l.,"':!!1. '!l ) comme 11 est 
expl.19qué au. n03. (1) sllinterprète comme la. réunion ('u) étendue 
au domaine de variation de (1:. g L ) des 

{r(li' (~ 21)) ~ ~ E N ,~ é: N j"z ~ :f ( ';g).et ~(~ 'n) é E ~ R( lf(~ ,:2. ))} 

De même o pou.r éliminer U, on interprète U E pour ~ e['
 
comme la réunion (u) des
 
.{ 'f'('Jd ;!!Jt ~ é N 1 rn E N j z.::: li' (11,) ~]~ E E (~(!l/!2) EX)}
 

E'1 
OÙg avec. les notations du nO'. 't'est 'fi ' o 

On a jusqu'liei établi l'équivalence limitée de (Ens,f,)o 
. UI 

a~a une théorie (Ens!.) 2 .. 
Il est, standart qu t'on peut pousser la réduction W1. peu plus 
loin en eupprimant le signe .. et en définissant l' égalité par 
l~a.x:l.ome d~extensionabl11té" E1 (T &'1 T) devient alors trivial 
-et E2 donne 

E~ 

2 

Finalement t)< on st est ramené à considérer la théorie (Ens:/) , 

-ay~..nt pour.slglles prlmit1fsou, et'==>J- j\J 3j E"U J t ~ EN".. eMj li1 

NIS,P. 
et pour axiomes, outre ceux de la logique quantifiée 8 

lijtJens!ona11!! a T := U ~ (R(T) ~ R(U» 
où par définition T = U désigne "lx é T ( X é U) .et Vx é T (x é U) 

U !f e. Vu W # !e E V ou! E vi 

{ j } ~ 6 { V ~ n ~	 N; R) ~ "] B.. €li (R 'et T == V) 

N	 Les axiomes N1 t B 2p:N:5 (pg28)" . I~ (pg 39) et
 

A0~ A1 St A2~ A3t (pgij 3 )
 



A)	 Pour pouvoir tirer profit de toutes les particularités. 
de la situation, donnons dans (Ens.fJ;la démonstration de 
la variante du métathéorème d t énumérat1ono On garde les 
notations et méthodes du n04. 

S!L.l 1	 V li \j on prend, ensemble .. les lf qui conviennent pour 
V pour !. é.L et W pour ! é [ et la m!me valeur de m;> 
Onadd1tionne donc les domaines de variation de le1n4ice~ 

Distinguons les cas
 

l'V 

on prend V 

: on prend les 'f qui convenaient pour p et 
V (.!s~) pour ~€ N~ ! eE 

9a8.1 S l (une 1ett");> Cette lettre est lir.'11tée par un le fi ; 
on prend les 'f qui convenaient pour m+1 et fi pour s1 é r.;... 
"" L r:- Boit" ~ . .. ('YI'" 11 1) r:> )
~l.-1" 'i.-'1? r..J. L'1·"1.1.-1 d"'l'tllt'1 -'1: -1.-'1 'to "'-t"7m+-1o

qu'on l1t 
en interprétant jo comme le nouveau i~ )j~T1 ,comme le 
nouveau J't' et en regardant lf comme dépendant aussi 

. de variables !!i+1 ••• !1)c qui n~y apparaissent pas 
exp11citemento 

2,a.e i &!. (k~-queleonque') - les Jparcourent [1 ~.~ 
\j'L't"'LIe"'''t1 ('V\ , Po'" h,)"~ ~ 

On vérif.ie alors 1 
1I~T,'h1 T TT

(1) L:+-1= lf2.. (où If' =If ),0 



-- -

on gard0 la m6me récurrence sur Tp et on fait à chaque stade 
la démonstration pour toua les m simultanémen~~ Les cas autres 
que 2 pour m..= 0 sont 'triviauxo Il faut montrer l'identité 
en:tre \f\1 Jr, ~ V 

Distinguons les cas selon la forme de Va Les cas 1 et , résul
tent de ltthypothèse de l:"écurrence, le cas 4 est trivial, et en~~' 

liD. dans le cas 2, V == {w {~&B.) j S. E li et Rjpour .!. E [ 

lfV es·t fitt Vest {W' ('fi (!O)J.!!)~ l1GN et 'R} pour i é-i 
et 'fV =: Vi 

(m~me récurrence. facile)
 

}l!!.!n..!?.!~ : J!!l.,terme 'i!:esp~une assert1011) N -limité!.!) ~!! 

.~_te~~ (resp. une assertion) 11mité~e) dont la limltatio~ 

~~ 
.. ~. ,". 

(contrairement à l~habitudeo il s'agit ici de la longueur du 
terme, limitation non comprise). Récurrence standart (gardant 
toujours m = a). Lors des cas l et 2 on a m@me inégalité 
striote" 

(4)	 La 101 qui à T(~) N~11mité associe ~~(~,!) est compa
tible avec les substitutions de variable~ par exemple 
avec le remplacement de nI par n20 

Récurrence standart; en fait il y a ici un grain de sable 
1nessentiel, car on ne peut pas par exemple remplacer 
ni par l Dans (,) et (4) on utilise que la définition0 

par récurrence de ~ nOam~ne pas à sortir de la classe des 
termes N-limités. 



Des raisons techniques amènent à assooier à chaque terme 
ou assertion limité T pour ~E·r un entier r~ selon les 
règles 

a) r est additif pour les signes logiques" ug- EpS et P 
(ainsi r (UuV pour ~ é!> =: r- (U pour !.é[) + r (v pour 

~E.f » 
'D) ro( '3 % € E R{x) pour !,E[) s l + r (R(x) pour ~E:r~ AE:E) 

+ r (E pour A Er) 
c) r ({v î.s.E.! et R} pour ~€[) ;: l + r CV pour 3,€,[ J~EN» 

+ r (R pour.! e[.."flEN 
d) r (N) 3: l 

e} r(Z1 pour!. <=.[) :: r( r; ) 

(5)	 ~.'.JT ~ ;of r(!f) (pour tous lés 'fTassociés à T) 
Récurrence standart sur la longueur de T pour _.B é -r (pour 
tous les m simultanément). 

"" Cas 2; m :: 01 11 suffit de montrer r(V) ~ r(V) ; cela va se 
montrer par récurrence) l1mi'tée à la longueur de T) ,Sur V pour 
a E r (V terme ou assertion) 0 On distingue les cas a) à e) de 
ce"	 - . 

la définition de r~a). d) sont triviaux.
 
e) résulte de la récurrence principale pour ~ ~ b} résulte de
 
la r'eurrence secondaire pour R pour x € E~ .!.é[et de la for

mule lfE: lf~ démontrée en C"l) .. e) résulte de la récurrence
 
secondaire pour V et R.
 

(6)	 F ,LIU ifE ) 2< ri ~ % € E·! R») 
po-q;: J Je ~ E ! R} U-limité 

r (]:z E E R pouru .. ) > r(R pour :v. <E E. 00 .. ) "? r(ii" )= 
r (R (ifE » 

B) On se propose d'associer à chaque assertion :U-limitée
 
R pour.! E! une assertion a R dans l taritmnétique .formelle.~
 



--
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dépenda.nt des m@mes variables œ quil°1nterprète .. Il faudra si
multanément s'occuper des termes N-limitéa; ai T pour nE N ..... (h. N) est un tel tel."me, dans les 'PT,'M les indices l..,··· f.-k ne 
parcourent que ,:~:~l)l'; on s l11 intéresse 'seulement au cas m = 0 

et les ~ s~écriront donc simplement ~;(~~ 1)0 

On définira ~(~'l)t en arithmétique encore•.tel que pour S 
fbte~ les ~A (l!.l ) définissent une surjection de la somme 
sur j d'es ensembles de l. tels que L dans T {rien de trop. rien 
da trop peu)4 

La récurrence se fait cas par cast selon la forme de T ou R~ 

R est combinaison 19.eique de relations Ri 
On prend la m@me combinaison logique des interprétationso 
2,~$ E.!"W pour;Q ~ ! 1: On prend g 

y "3 1 (L: (11,.1) et ~(R ( lf~ bhJJ») 
ou V est une disjonction finie. Idem pour Vo 

!L1...J:.2F aEl. 'P est une lettre lion prend 
p01.1r L"nL (n-pl): 1< ni (rappelons que < en. ar1thmétique 
correspond à E en théorie des ensembles) 

~..	 -N ~ est une lettre. On prend une limitation vide 
(0 t1) 

. 

a:.': 

L~ ., Les If aoni; ceux. de V e't W. on garde les limita
tions eorrespondantes o 

Cas 6~ !XlnA~a)j m~ IL R.Ln,mJ!. »2~ llE ft- 'fi est V(n~m,,). la limitation sera a R 
Ca.s 7 fil' ~s~ interprète comme 

El ('tJeN) et à(VéN) et a'WeN) et "3 n~mlJs,. ( n+m=8 et
 

ln· 'Ym' Vs~ (n t<n ~ Et (:n'6:U) et r!l~m#a{I:J.9éJr) et
 
s'< s ~ a(stc=: w» .
 
Idem pour p.
 
Reste à considérer les assertions ~EVo où on distin

guera plusieurs cas selon la forme de V
 

T€ VI)''; sVilTAterprète comme a(Te:V) GU a (TeW)
l'Ge, .~ 
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~ ~V hÛ ~ nE!! et R (n)} s'interprète comme 
. ~~ (a R(~) et a (T= Ven) où, selon les dénit1oDS, 

a(T:::V(n» est a VXE.T{xeV(n) et a \fxeV(n) (xeT) 

~c, S1 U est N ou n, et ai 

~oco~o ! aussi !§.t ~ ou n, 'on prend les interprétations 1 

NEoN et Nen sont faux, neN est vrai. nEm signifie 
n<m 

8 .. CoBo	 Daus les autres cas TEN (resp Té n) s'interprète•	 
comme a TeE' et 3k Th (al liE T ~ 1< k) 
~esp a !cN et 3k ( k<n et n (a l E: T~ 1< k») 
Ceci suppose déjà interprétés lE T et TeNo D'après le 
cas 2 11 sT c:. N n'est autre que 

~ q CL; <1:> ===7 a('fl.T (1) € N») 

Montrons que cette longue récurrence n'est pas vicieuse .. 
Oela résulte de s 

(1)	 dans le cas 2. le DOm~re r défini en A) décrott stric
tement quand on passe de l'expression initiale aux 
expressions supposées déjà traitées par récurrence~ 

(2)	 dans tous les cas, sauf le 2 q la longueur diminue 
(strcitement), tout au moins après un nombre fini de 
stades (cas 80c .. bD à cause de T € N~ 1 6 T) 

(3)	 dans aucun cas?, r Ilf a.ugmente .. 

c)	 Il n'est pas difficile d'associer à chaque assertion A de 
lfarithmétique formelle une assertion "-limitée A* de 
(~.f.)3' qui ltinterprète g et dans B) on est parvenu à 

aussi définir une opération ~ en sena inverse .. On laisse 
au lecteur le soin de ne pas vérifier .. 
1) pour tout il arithmétique. fi n (A ~ A**) est un théorème-
2)	 pour tout A If-limité de (~,f. )3 ~ 'ri a. € ! (A#A**) 

est un théorème 



::n pour tout A arithmétique lil si A est un théorème~\I!!E! A* 
est un théorèmeo 

Pour éta'bllr l'équivalence entre les parties sensées 
de ('f3rv..f )0 et de l' arithmétique, il reste à. prouver 
4) pour tOU'f; théorème sensé A de (~.f ~, A* est un 
théorème de l$arithmétique~ 

On s~e.ppuyerà sur le métathéor~me 103 0 2 (page15") ..
 

Si R pour .!é[ est une assertion lim.itée. (V~E.r R)*
 
peut s'obtenir comme suit (E) cas 2_itéré) ~ _
 
on pose 8(;'. l (1l "'1l o ):= r;('f[;(tr\) \fLI.i,l.th 11 ) ... lf.Q:1IL""Lf~~('1l·"llo ))r' 1.)(.-1'" t-I -'1 -1-' 1. '1 -.." 2. -'1' -<.. 1 l "t-1 4 'l-I 

R('f,L'I('ll ) ... 'P.l.ii ("ll''''l\J}») ntest d t ail1eurs autre que 
_ 1 -"') .e -1 -.f. )*
RI.".l.k ("]-1"''!l/t) déjà à.éfinlo Avec ces t\otations~\V?::E.[ R 

n ~ est ..~utre qu~ ...., 
A V'f\ ...\J1\ (15 ("rl ) ~ 15~1 (11 11 ) et·.. L!k,L1 ,,·lte-1 ('YI ... 1'1 ) 

L ... 1.k. ......, _].. -'1 -1 .2 -1 -k 
1 

~ et. RI...,... t. R ('l'l",'" '!!k ) ) 

Se rappelant que lorsque dans un axiome on remplace une 
lettre par un terme, on obtient encore un axiome" on 
trouve 
5) Pour vérifier que 1·~ interprétatlon arithmétique de la 
cloture dtun axiome limité est toujours un théorème~ 11 
suffit da vérifier que l'interprétation d 9 un axiome N
limité est toujours un théorème~ 

Vérifions maintenant que pour A du type indiqué dans le 
mêtathéorème 10302 c). A* est un théorèmeo On garde les nota

tions du métathéorèmeo
 
Cowne * est compatible à la logique. le rosultat précédent,
 
qui donne la forma de (V!.ftérO(ou»*, montre qu&!l s'agit
 
.de prouver s 

'-/~!kY "g4( lA (i~) ~ a( \!xll €4(C J: X h € ç ~ R(x'Yl) ») ~ 
. 1\ Vit&( [[A (If") ~ a(C~ ~ VXn E Fn R( xh» 

L. ... t&-! qui résulterait du cas particulier. où n œ 1, où il n 9 y a 



plus	 de ~A: prouvons donè 
i-a(Vx€f (CetX€r::;? R(x»-=9a(C:=2f\!Xér R(x}) 

identique à 
~ V11 ( (. ( 11 ) ~ «aC et a ( lf:(11 ) El») =? sR ( 4(Ca) ) )) 
~c =9~ VA ( li: Cp;.) ~ a R ( \f: (a ») 
qui est un théorème pourvu que 
(6) en soit un 
(6)	 pour tout 'termti N-limité~ 

1- L!: (A) ~ a{ 'f[(11) € r) 

Exactement le m@me raisonnement montre que de (6) OD peut 
déduire que les interprétations des assertioDS CD) sont des 
théorèmes:; On laisse au lecteur le. soin de vérifier que 11l1n
terprétation de b) est un théoràme9 

Pour prouver par réourrence que leinterprétation de tout 
théorème est un théoràme e reste à prouver (6), (7) et (8)0 

(7) si A* et (A~B)* sont des th~orème8. »* est un théorème o 

(8) 8i A est un axiome N-lim1té, .1* est un théorème o 

(7) est trivial ll puisque (A~B)* ntest autre queA* ~B«-", 

Le m3me raisonnement prouve (8) pour les.a.xiomes loglques o 

Les	 axiomes fharithmétlques· N1p N2 " N3~ A29 A}~ A4~ ne COD

tiennent ni terme ni assertion indéterminée p ce qui permet de 
vérifier (8) par un calcul expliclteè Le cas des axiomes 
.&.1 I~ et des axiomes caractérisant v· ou {~ l résulte ausai
tSt des cas 1)2 et 86C~ Ba et8b de la récurrence qui définit 
1~1nterprétationo 

Restent les axiomes Q1 et Q2 relatifs aux quantlficateurs~ 

et lfaxlome Qd'extenslonnalité8 sous la forme 1 

(TCU et Uc't) ~ (R (T) ~ R(U») 

Pour	 Q1 0 il st agit de prouver (sn ari°thmétique) 1 



J... «R(T) et T € E) ~ ~ x: E E R(x»* 

soit 1- Ca (ReT» et a (T € E»~ ~. 3±{L7~ (J::l et a(R ( lf\.E(1» 

qui résulte de la conjonction dei 

(6 bis) 1- a (TEE) ~ Y:d l (L~(J:) et a(T=~(l» 

(~) a (T =U)~ (a (R(T») ~ a(R(U»)" 

Où (9,) est l'interprétation de l'axiome dOextenslonna11té~ 

idem pour Q2 

D) Prçuve de .(6Je.(6 bis) et '9î 
~euve de (6) s on proc~de par récurrenca sur la longueur de/~ 

distinguant les cas selon la forme de r o Lea 
cas RNG et snw sont triviaux, et la cas V ~ W 
résulte de l'hypothèse de récurrence appliquée 
à V e't W S1 r est {V(m.n ) j né lh R(!ll~DJl ,0 

11 aV agit de prouver 1 . l 

Vn (aR(m,J!) =9 a(V(m.!!)€ {V(m,pJ;neNpR(mg!!)~ ») 
so1t (cas Sb) 
'Va. (aR(m.~)~dJl· (~Rem.n') et a(Vm.n) := V(m.n'»)J 
qui résulte de a( V(ro.a) • V{m,u» parce que 
l'interprétation est compatible avec les 8ubsti
tutions d~ var1ables$ Il faut prouver 1 

n (L~(l)·~ a 'f~(l)E V) 

et c~la résulte de Ithypothise de récurrence c 

Cqrollair,!. 8 l:J.T *= T)~ 

Preuve de (6 b!!l 8 certains des cas de la récurrence qu'oD va 
utiliser seront repris dans la démonstration 
de (3). On eut pu éviter des redites en démon



trant (6 bis) et (9) par une récurrence simultanée; mais on 
eut ai~s1 compliqué la vérification de lVabsence de cercle 
vicieux dans la récurrenceo 

Si E est réunion (u.) des Ek , (6 bis) pour ~ et E l 

a TEE~ Y3"J: (L~ O~) et sT c:\fi.E(l» . 

résulte des énoncés (6 b:1s) pour les T et Ek " 
:Pour E du type tV(!!:f!1l)~ !! € ~l et R (~f~)JJI li) assertion est 
na!e lJ car a!J! E E est a 

"3 ~€ N. (a R(!!!.l)~) et a ~ a: V(m.~», identique à 
"'" E'jne:N (L~ (n) et a T II: ~ (~»o . 

Enfins s1 Eest N·ou n, T € E stinterprète cas par cas
 
selon la forme de T; (6 bis) est évident s1 T estN ou m et
 
sinon 1~1nterprétation est 8
 

q (TcN) et 31 Vr (a(r E T)~ P< l et dans le second caa'9 
l<n} 

Il suffit de prouver l' 

a T eN' et:. Vp (a{fE: T)~p<l) ~ a (T e: l et l c:T) 

La seconde i~©lusion est facl1s$ la premi~re résulte de % . 

(L~ (~) ~ a ('P: (n) <= N) et Vp (a péT =J P<: 1» 9 

L~ (~) '=9 a( \f~ (!!)E 1) 

Par (6) LY(n)~ a (~~(n)6T) et si on admet (6 bis) pour 

'f~ (n)6 J'( g Q. 'P~(~)éi i\I :::9]p(a \f~{!!) • P ) 

il reste· à prouver g 

[8. ( lf~{~Û =pJ et \f~{a)E. T- et a (peT)=9 p< lJ~ a (tf~(;9) é 1) 

En résum.é~ (6 bis) pour Té:: E es't vrai $1 Test fJ ou nt;
 

ou si aucun des Ek nGestN ou m; sinon, c~est en tout cas une
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conséquence de (6 bis) pour 'fTe N plus i 

a( 'f:(!.) =: p) ~ (a ( If~ (!o) E T) ~ a (p é T» 
et a{ 'ft.T(.!l) :: p) =9 (a ('P:(~) G 1) # a (pe 1» 

Ces assertions sont des cas particuliers de (9) du type 

(10)	 a (T == u) ~(a (Te X) ~ a (UéX» 

(6 bis) et (10) vont @tre prouvés par une récurrence simultanée: 
il suffit de prouvé~ que (10) pour (T,U,X) résulte de (6 bis) 
pour les Té K avec 19 (V) ": (lgT,lgU,lgX) et de (10) 'pour 

les (Tf", U~ ~ Xf) avec ~ (lgTt .1gU', 19X!)~ ~ (lgT.lgUtalgX) 
et 19 (Tt) + 19(U') + 19(X~) < 19 (T) + 19(U) + 19(X).Jf, :~] 

,gas..! _	 X est X "X2 a trivialt 

!las?,. : X est {v (11)~ B. E: N et Rl a (TEX) est 

'3 A (aR et aT • V(1\) ). ce qui ram~ne à prouver 1 

a (T == U)~ (a CT ~ V) ~ a(U. V)o Il suffit de re
marquer que a (A ':, B) et a(B:C) ~ a(A,;. C ) résulte 
de (6bls) pour \fA €. B et (10) pour (\fA 91fB? c) & 

(L~ (a»)~ (lf~ (B)G B) ::}(Y 3 El (L~ (!a) et ,lf~(!l) =~(Bl ) ~ 
pour cet m, (~{!!~~(~8(!!!.> G ~=*l{(~)E c) 

&as , :	 X est N ou n. Comme démontré plus haut p 

aT U~{a T ct fi ~ a U c. fI) rés~lte de (6 bis)Ill: 

pour \fT€, V, 'fUe. T et (10) pour (\pTp 'fU p R); (10) 

est lci trivial pour T et U des types N ou no 
a nE T~ 1 3!( n • l(>~ (1) et L~ (J:» (6 bis pour nE)J 

(10) pour (n. 'f~ (!). U) fournit donc a T ct U .::::> 
a 1l€! ~ a ~é Uo 

a T == U ~ (a ( ne T) ~ s(n EU}) résulte donc de 
l'hypothèse de récurrence. et cela achève la démons
tration de (6 b1s)o 



5f::L" 

On a 'trl1 au ooursp.e la démonatrationt; GU on voit pa:!.' 

les m@mes méthodes & 

Oorollaire g (10) a T .lit U (a T €_:x: _$2 a U E. XL
..,.. ;cr:;;dq;;,wL~ 

(11) ,	 a T œ U . Ca X € T $=;il a,' XE tIl 
(12)	 a TeU =7 4\ Va (~I ~ y3 aJLv1mL!1 

! 'fi (a) == lf~ 'AQ-u' . 

}?rep.ve d~......cu. 3 

On prouvera (S) et{9bis) par tm.e récurrence simultanée ~ 

(~) a T • U =;. ta{R(T» ~ a(R(U») 
,(9bls) a T œ U ~a(E(T) :: E(U» 

~g	 R est combinaison logique de relation Ri9 ou E est 
réunion de El : (9) (respo(9bis)} pour (T,UpR) 
(resp (~~ Ug E») résulte de (9) (resp (9bis» pour les 
(TpUg Ri) (resp '(T~ Uo E » 

i 

Rest :;} x €. E (S(x») & a R (T) est
 
y31. (L;(T) (1) et a ST ( lft<T)(l»); 1 9 équivalence.!'
 

par (12)9 résulta de (9bis) pour (ToUriE) et {S} pour 
( 'f t (T: lfECV) .S~ ( » et 

(T "U,8.. ('f E(l) »	 Idem pour 'rj 
" 
\ 

!J!.S ,2.s Rest S (X,Y,Z) d~interprétat1on ", 
aXeN et a Ye·N et aZeN et j n. m. p (n + m = p et 

'ri 1(& J.€ X ~ 1. < rA. 9 alE Y # l <: ml) a lé Z ~ 1< p); 

(9) pour R l"ésulte de (9bls) pour 

(T~UvX)~ (T.~U~Y)~ (T,U,Z) car par (10) et (11) 

X{T) l"iJI X(U) =* (a X{~)€ N ~ a X (U)E~) et
 
(alEX (T) ~ a lEX (U »)
 
idem pour P
 



Cas 4 3 ~ est Xt=:- y a X (T) € Y(T) É:? a X(U) <: Y CU) résulte 

de a X (T) E Y(T) ~ a X(T) E yeU)} et a XC!) e. yeU) 

a X (U) E: Y(U), donc. par (10) et (11), (9) résulte 
ici de (9bis) pour (T. U, x) et (T~ U, y) 

Cas..,5. & _!_e_s_t_{..,;.V~) ! 
(9 bis) pour E résulte de (9 bis) pour (T,U,V) et (9) 

pour(T~U.R)o 

Cas 6:
• 

Désignons par t la variable de R ou E à laquelle on 
substitue T ou U~ Si E est t ou si t ne figure pas 
dans R (resp E), l'assertion est triviale. 

Que (9) et (9 bis) sont effectivement démontrés ainsi 
par récurrence se voit en faisant une première récur
rence sur le nombre r attaché à R (T) ~ R(U) 

(resp r (E(T» + r(E(U») et une seconde~ si besoin 
est, sur la longueuro 
Ceci termine la démonstration o 

nO 8 La. curéeo 

On a démontré 1 

métathéorème 1 La partie sensée de la théorie des ensemble~ 

!ffaiblie (Ens.!). ~st équivalente à la partie sensée de 
l.tarithmétiQu8o 

Un tel résultat n'est possible que parce que (Ens. 1 )0 est 
une théorie très faible; rappelons que ses caractéristiques 
essentielles sont s 

a) on n'admet pas d1 axiome d t en3emble des partieso 

b) les définitions par récurrence transfinie ne sont admises 
que pour définir une fonction prenant ses valeurs dans un 
ensemble fixé à l'avanc8o 
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Le mot -transfini- est d'ailleurs du bluff, car tous les 
ensembles qu'on peut définir sont ttdénombrables·~ et de type 
fini au-dessus de N, et toutes les récurrences qu·on peut ef
fectivement mener se réduisent à des récurrences usuelles 
( nO' lemme) 

Il est vraisemblable.que le m~tathéorème est encore vrai 
pour une théorie un peu plus forte que (EnsJ)o, où l'on puisse 
parler de l'ensemble des ensembles absolu ·'ment fin1s nets et 
où tout ordinal strictement plus petit que ~ soit détinissablec 

é désigne le plus petit ordinal tel que wEo= Eoo 

Je n'ai pas sérieusement cherché à le démontrer. l'inté
r@t de ce perfectionnement me paraissant d'autant plus mince 
qu'on peut dans (Zns.l. )0 •.pour tout ordinal informel 0( < f o l? 

définir un ensemble. ordonné (E 9 ~) de (Ena. f ) 0 de cet ordinal 
et faire dessus de la récurrence transfinie; cela traduit sim
plement que la récurrence jusque 0( <50 est"arithmétique" 0 

De façon intuitive. ôn peut considérer que (Ens.f.)o est 
une théorie des ensembles -jusque €o a. tandis que la théorie 
initiale est à peu près, si cela avait un senst une théorie 
·jusque tout ordinal constructible·. 

Nulle part n'a été utilisé le caractère intuitioniste de 

(Ens.flop et le métathéorème reste vrai dans sa variante clas
sique. où l'axiome logique LlO est remplacé par Lf~O" 
Bien sftr~ la pauvreté de (Ens.f.)o para!t plus drastique eneore 
dans ce cadre '" 

Le métathéorème permet d t utiliser librement en arithm€ti
que un langage ensembliste élémentaire, ce qui évite contor
sIons ou scrupules éventuels en parlant en arithmétique for
melle des Jivers corps de nombres, de passage ~ quotient par 
un idéal e-te. 

De façon p1us substantielle. il fournit' une démonstration 
rigoureuse du fait évident que les raisonnenents dganalyse 
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. bleh
prédicative (quand on aur~éflni ce que c'est) peuvent se 
traduire_en,. ~itlnp..~1ïiqueo cf .. S.h.V"J"-"-:~of~~·
~ofi?~~.~~9't'\0-1 <-19'''' ...."v.....-." 
Comme i1 semble vraisemblable que les théorèmes d'analyse 
complexe classique ont des équivalents en analyse prédicative 
(cfest là le problème difficile). on voit que les théorèmes 
de théorie analytique des nombres doivent @tre vrais en arith
mét1que formelle. 



CHAPITRE III : Ltanalyse.'. 
§ 1. La th®se de Ohurch intuitionniste.-'-....-----------------
nQ	 ld ~appel sur les fonctions récursives. 

Un algorJthme est un ·procédé mécanique" qu1.'se met en 
branle quand on lui présente un entier explicite n, et qui 
s~1l e&arr3te~ ce qui n'est pas exigé. fournit en réponse un 
entier' f(n) 1 f est une fonction non partout définie N --'> lIo 

C~est là une notion informelle. On peut &~er diverses défi-
J 

nitlons formelles de la classe des fonctions·définissable 
par un algor.ithme". ces définitians sont équivalentes entre 
elles, et la thèse de Church est qu'elles rendent parfaitement 
co~~pte de l'intuition qu'on a de la notion d'algorithme. 

Une des définitions possibles consiste à décrire un cer
tâin type de "machines" {les machines de Turing)3Qul chacunes 
calculent un algorithme; on peut les énumérer .. et traduire'en 
arithmétique 19assertion a "quand à la ei~e maohine de Turing 
'on présente un entier n. elle starr~te après S stades et four
nit en réponse l'entier,m- ~ soit R( e. s, n. m),,_ Ce qui pré
cède peut 3tre résumé en la 

~oli! J	 On peut en arithmétique formelle intuitlonlste 
construire un prédicat nR, (e. SR na m) tel que 1 

a) ~ est	 effectivement décidable 

b)	 \le V'b il existe au :elus un couple (s.m) tel que IR 

c)	 thèse de Church- 1 Eour toute fonction (informelle) f 
définie par un algorithme, il existe e tel gue pour 
tout n L ( est définie en n si et seule~ent si il existe 
a et m (explicite) pour lesquels IR ( s,s,u,m), m étan..1 
alors la valeur de f en n.- . 



En t'ai't 0 iR sera définie par une succession de dé.tinitians 
par récurrence d'Il tYIJS le plus simple ("récursions pr1m1tivesSl ); 

en supplément de a) on aura Jo Ve 'Vs Vn Vm (1R( e ~ s9n~m,) ou 
-R(eps~nom,,»)$1 et en supplément de b) on aura J 

I-Ve"tln Vs Vs' 'J'm Vm~ C~(e~s,n.mp) et R{e.s·,J1l)mt)=7tsos' 
et m:::mt )}.. 

e) est vraie dans tous les cas particuliers connus. 
Oela permet en théorie des ensembles de déf'in1r des fonc

tions non nécessairement partout définies Je tt N~tJo de 
graphe {(n~m)t]S R(e.Stn.m)}.ces fonctioJlS sont les fOJlCtioDS 
pst1ell 1nment récuraives. et celles qui sont partout définies 
mont appelées fonctions récursives; e est appelé un un@mbre 
de G6del· de te III On peut parler de l'ensemble de toutes les 
f'onctloD.S partiellement récursives. défini comme @ {Je ~ e €. N} 

En .1J1tuttion1sme. une assertion du type 'r;Jx€ E 3 y€:F R(x,y) 
f: ;:: signifie qu'on dispose d'un procédé ~xplicite qu1t' 

chaque fois qu·on se donne ~ et une démonstration de x E E. 
fournit Y. une démonstrat~on de y é F et une de R(xpY)~ 

Si pt>ur. E OD. a pris N,on peut pour ohaque ent1e;r explicité 
J1 • 0 + 1 + o. u+ 1 donner l?-Be démonstra'tlon1;ype de né N. 

et le procédé prédédent associe. à ohaque entier explioité 
n~"y et les démonstratlon~de '1€E et R(n.y). 51 pour F aussi 
ona'pr1s N.. la. thèse de Church"a.!f1rme que y doit @tre fonction 
récura1ve de no Dtoù l'axiome 

LÂ'cfJl€ fi 'ilmEN R~n.lIl)::;i ~.~ (e r est 1., ~bre ,de G6del d tune.
 
~onct1oD.. récuralvee t VI, é N, R(p, ~'p.t) .
 
On prendra garde avec plaisir que cet axiome est faux 



classiquement. Kleene a donné dans (1) ch.XV §&2 une' inter
prétation de l'arithmétique formelle intuitloniste augme~tée 

de ToC.; en particulier ce sytème est cohérent (s! ltagithmé
tique l'est). Les raisonnements du ch.II. § 4 s'appliquent 
encore à (~.f )0 et à learithm~t1que tous deux augmentés de 
~oCo. et (~.f. ~ + T.C. est donc cobérent (sl l'arithmétique 
l-',est )" 

ApRllcatlon au principe de Mostowsk~. 

Le principe suivant. dil à Mostoweld, est sujet à cautioD.o' 
mais a des conséquenoes intéressantes , 

E..tNJ'ri n l!W ou -sw.> et -TIll S'nUg, ] n - SÛl) 

De ToC .. résulte que PoM. implique le principe apparemment plus 
l'ort 

Si en effet on applique T.C. à 

(n(n) et m ,. 0) ou (S(n) et m • 1). la première hypothèse de 
P-(iM:::", implique l'eXistence de e tel que 

!e-{n) lIB 0 ou 1. {(n). 0 ~ R(n)t !eCn}. l ~ S(n). P ..'r.1 ..' 

fourni1; alors - 'ln Fe (nl • 0 =;>, 3 n Fe(n)" 0 

et pOU%" un tel n, Sen), ce qui achève la dém.&.'Jnstrat1oa. 
Comme cODSéquence de PoM. citons dé3à , 

Rropts1t 1o! PoMAs • f"ll (Ri!l ou -RÛl) et \f-!ÛiÛÙ ou -SWl) =;> 
, jVn R(n)~1m S(m)l=..(- Vp. Rt!!): ou 3m sl~)J. 

Ici ,commeplua tard. le sigle P.I>1 o m1s après propo81tlo.a~ 

lemme etc .. sigrlitle qu' 11 est fait usage ,du plnc1pe de 
Mostowski'" 
(Vn R(n)~jm S(m» =9 -tin (R(n) et -S(n» donc (PoH.) 
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~;_~ 3n -R(a) et -s (n) .. équivalent icl à 3D - R(n) ou 
"3 m Sem) qui implique - Vn R(n) ou j m S(m) fi 

P.Mo signifie que la aeule façon de montrer absurde une 
asse~tlon Vn Sen) avec S décidable est de do:rmer un contre
exemplet> ou encore. en termes incorrects, que s1 "en fait

pour tout n S{n), on ne peut déduire aucune contradiction 
de ltbypoth~se qu'on sache prouver V n 8(n)0. 

n° ,. J.\.pp1i~at1on ra la constructl:on d'ensemble.e.c. 

Des raisonnemen1:s standarts permettent de déduire du 
métathéorème dténumération (Ch II § ,) la 

p_e~q!it 1	 Yle 8ssert1oa s.ns~e est un th~orème lorsqutelle 
est imp119-ée P§E IBe conjonct12D d t aasertiOn8 
~ r;:est UJl8 surject101 d'une Rai,t1e de N dans UI 
E!.~ tes variables libres ç sont distinctes entre 
!lies et de toutes les Yar1ables libresapparaijt
sant dans les termes U1, fi 

Tant qu·on ne s'intéresse qutaux 88sertions sensées, on 
pe~t donc supposer dans 1eœdémonstrationsque pour tout terme 
~ on dispose d'un terme U qui soit une surjection d'une 
partie de N sur T. c'est ce qu'on fera. 

temm! 1 ~oi'Cune surjection d'une partie deN dans E. et 
. f une fonction de N dans E. Il existe 8ft nombre 

de Gadel d'une fonction récursive, ·tel gue f .(ore . 

Par hypothè8e~ \ln E R ]-m € N ( [(n) • r (ml); l'assertion 
résulte de T.Oo 



Si est une surjection dtune partie de N sur E. cela 
permet de définir l'ensemble des applicat10ns de N dans E 
par Hom '(:N JE) • {'O f ~ e é Il et e est le nombre de Gadel d \9 unee 
fonction réeursvie prenant ses valeurs dans 1e domaine de 
définition de r} 

Dès lors : 

Eroposition t	 ~\ existe une éiu1valence limitée entre la thég
El-.! des ensemb1&s et la théorie des ensembles...! 
.1-Qguelle on a adjoint un siee prim!tif Hom(rla ) 
avec l t axiome TE HomJN,E} n: ! est une fonction 
de N dans B 
1 4i& 

On ne précisera plus désormais si on travaille dans la 
théorie 1n1tiale ou augmentée ni 8.1 on faIt usage de la soho
11~ pour dénommer théor~me des assertions dont toutes les 
conséquences sensées le sont. 

Dtifinltlon 1	 un ensemble' E est récursivement énumérable s'il 
s;tate une s~.Ject1oD de N sur Eo 

Lorsque E est récursivement énumérable. on pèut définir 
Hom (E~F) pour tout ensembleF C si S est une surjection de N 
,sur E. S identifiera en effet, Hom (E.F) à une partie de 
Hom (N,F). 

~héorèm~ (axiome du choix intult1oniste) 

~~ute L~jeot.ion 

Hom (fie!l 
F ~ G lnd~l t une surjection Hom (Rd)-4 

Dl§monstratlon t 
JIIIIli 

Soit r une surjection dtune partie de N sur F; Sa r est une 
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') 

surjection d'une partie de Nsur G, et d'après la lemme toute 
fottction g t 'N~ G est du type S oro f ; lofe lN ~ F.e 
est un relèvement de g. 

Oe théorème est peut-être plus parlant sous la forme équiva

lente l
 

Corollaire l Soit En une famille d'ensembles indexée par N;
 
... wu • 

• J 

81. chaque En a au moins un élément. alors 
v ••

TI En a au moins un élément. 
1lt;N 

'" 
Bien sur. la morale de ce résuJ.tat est non point qu'on 

peut1;ùer des conséquences mirobolantes de ce que chaque En 
dt au moins un élément~ mais au contrair~' qu,e cette assertion 
sera difficile à prouver. 
En outre(t les, propriétés spéciales de fi jou,ent un r8Ie e8sen
tiels on peut cependant rempla.oer N par un ensemble du type 

\n ~ Il €: Il et "3 p ~ N R(n,p)} pour R ~écidE!ble, l.e. t,el 
que Vn Vp (R(n~\p), ou -R(n~~» t la somme dEJ N et d'un tel 
enee~ble est en biject10navec No 

,; " ... 

l ..?~•. ~s :D.Omb"~ réels: 

On laisse au lecteu~ le aoa de défi~r à sa guise 
liensemble Z des ent1ers':ra.t1~nnels et J. gensemble Q. des 
nombres ratiormels4> Il exJ..st~ dès'b13ections entre ces ensem

', .... ". .' ~ 

bles et No Les résultats 4~ 
" 

§ précédent permettent de raco. 
",' 

pier la construction de Cantor des nombres Téelso 

. ~ .,-.":..' , .... 



On appelle suite de Cauchy de· nombres rationnels un élément 
('ln) de Hom (N$QJ tel que Vn>o]tn\lr~m\;Js)m 1~t--9sJ~* 

et deux suites de Cauchy sont équivalentes si 

Vn>o j mV't 4 ID )\~9~1 ~t 

'étUitlo~ 1	 l'ensemble IR des nombres réels est le g,uotient
de l'ensemble des suites de Cauc~ de nombre! 
~tlonnels par l'équivalence définie plus hauto 

On laisse au lecteur le soin de déf1B1r la somme~ la 
dIfférence et le produit de deux nombres réels. 

Pjtin1t~o! a deux nombres ·réels x~y sont nettement différents. 
en abré,é x /: Ya st 11 existe 9E ct stric'!ïement 
,2081tif tel gue IX-II? go 

Pu définit1on~ la relation Je ~ Y entre nombres x-éels signifie 
qu'il existe des suites qn ~ q'n de 'nombres rationnels ten
dant vers x et y telles que ~ ~ q'n 

x ~ "1'0 . x< 1. x> Y • :.:1.( 'JI. .x -> il 81~1f'ient respective

ment y ~ x. x ~ y et x:fl=. '7. '7;( x. x ~ J et x ;i: '7 9
 

Y'~ Je.
 

Si on admet le principe de· I~08tOW8k1. la s1tuatiol'l se s1mpJJr1e
 

ea.-e :
 

R.f.9;eosiVion P.ï1 0 VX, 1~.JB e.' éYfmX Ié,l 

Par translation. il suffit. de prouver xF °~ % Ji o· QI 

Soi~ x· ::;. l1m q. (~E. Q.) ; qJl est une suJ.te de Cauchy 9 

L.e. Vh>O ~rn VmJ'QYrI (\~tn-qtl1/l~ ~
 
Appliquons ToC. , il existe une ~onct1oD récursive f
 
telle qu~ 'ri D. > 0 Vm' > .J (n) (19 f <n) - ~mll ~ ~ )
 



i 

x = 0 est alors équivalent à 

\in> 0 ( 1gJ(I1) 1~ ~ ) nnaprès Pol"lo 

x t- 0 ~"3 n >0 ( 19f<11) 17 t) w donc pour cet n 

;;: ~. \ 95(h) -t Il' a st x # 0 0 

~2~~ition ~	 toute suite de Cau2hy de nombres réels est CO~

ve:L'&!!nte 

Soit x de Cauchy; soit pour chaque n q E Q, ·tel quen n .. 
IX "'" <ln 1<* (on applique ici le §l nO 3 cor au Th) 0 Q.n est n 

une suite de Cauchy de nombres rationnels et lim xn = lim qn 0 

On peut munir ~ d 1 une topologie (Ch l § 5) en vrefu~nt 

pour base d ~ ouvel.·ts les ] x 9 y[ ~ l z~ Z é:. R et x < z < Y} 
pour X 9 Y E: IR 0 

Cela. revient à prendre pour système fondamental de vois'iuage de 

chaque point x les ]x ='1 ~ x + q[ pour Cl strictement positif 

dans 0_. 

~héErèma. (développemell't d?un !1ombre réel selon une base) 

§.21:~~1? un entier ~ 2 0 Tout nombre réal x ~o.feut s~écrire 

a) ~es Ci sont	 des €l'ltit13rs, nuls pour /, assez grand 

b) d~c~:sb 
c) Qi ne peut &tre égal à b que pour /.. < 0 ft et si 0 . ~ b alors

• =1.	 ' 
--,-_._--~-

è~i =1. ::: 0 
.'~----

Les oi sont les chi:f:fres du développement; le grain de sel 

de te -t hé orème est qu q on admet qu g lm chiff're soit éga.l â la 

basé·b ~ 
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Lemme : si x 4 Ol! il existe DEN l~' tel que D ~ X <: n + l + b=2 

. -2 
Soit q rationnel ~ 0 tel que lx - ql <1. b et soit [9J . la 

2

partie t?:ti.ère de qo On prend n == 0 si [91;: Op n =['1] si 
-~ 

9-(9) :)1 b ~ 11=['1]-1 dans les autres caso 
Le théorème se voit par une récurrence t'acile si x 6 N~ 

auquel oas on peut prendre ci = 0 pour L < 00 

Appliquons ce résultat au n dont le lemme garantit l'existenoe : 

On est ramené à prouver que sI 0 ~ x .( 1 + b=2, x a un dé= 

veloppement avec ci :: 0 pour (.,. ~ 0 0 Soit ~ une suite de ration= 
~n =2 D 1nels telle que 0 ~ <ln ~ x <. <ln + b oH'Alt. ~c..e, o-n ~, 

L-J J 1.]
pour L > o~ 0_1 = sup (0, [CCf"-J?oC-JD lb )0 

[] désigne la partie entière d 9un rationnelo 

On montre successivement par récurrence 
tI 1. 

a,,:: Z (, b ~ X 
• 1..>0 - .. 

b) x <: ±c_1. ~ + b'h + b"n-2. si 0 ~ c=n < b 
l.'>o 

n L -tl-'1 
et x < 2: ~L b + b si c bg 

l.>0 =n 

une de ces hypothèses étant vérifiéeq 
Dès lors, x == 2: Ç,(,. b(. convient 

On prendra garde à ce que 

proposition : - VX € lR ( x ~ 0 ou x ~ 0 ) et 

= VX E. ia (x = 0 ou x t 0 » 

Soit Sen) décidable (l.e. \lné N (S(n) ou -S(n») et, posons 

'Sn = { 0 si Vp{,.n -S(p) et sinon 

(-I)P:!. ~ P~ ~ ~ r-eU ~ ~ ~S 
p 



Sn est une suite de Cauchy, soit s sa limitso 

s == o ou s ,. 0 signifie VpoS(p) ou-Vp -Sep) 

s ~ 0 ou s ~ 0 signifie '3 n Sen) => le plus petit p tel que S 

est pair ou 

3n Sen) ~ le plus petit p tel que S 
est impair 

51' S dépend d ~un s eoond paramètre m, les ~ssertions â montrer 
absurde entrainent respectivement 

Vm (-V p -S(p,m) ou \:J p -8 (p,m) ) 

\j m (3q:= 0 ou 1 < 3n S(nm) ~ le plus peti1; p tel que S(p1)m) 

est c ongf.il' à 9 l110d 2) 

D'après ToC o, ces assertions entraînent chacune l~e~istence 

dgune fonction récursive l,telle que respectivement 

\/m « \/p = S(p,m»~ f (m) = 0 ) 

Vm ( 3n S(n,m) :::;> le plus pe'tit p tel que S(p,m) est congru 

à [(ml mod 2) 

Définition: une partie,P de N est dite décidable si 

VI1EN(n é P ou n 1 PL ou enoore s'il existe une fonc"" 
tion :f: N~N (automatiquement récursive) va~Irt, 0 
sur P et 1 sur le, complémentaire. 

Prenant pour S III ~ Ap' la première assertion signi~1t~ 

quoune interseo'tion dénombrable de parties décidables est déci= 
dable ".Prenant POur3'hS 3n pa1r tel que m::: f (~) ou n impair 
'tel que m = g (~1) p la seconde assertion signifie que si P 

et Q sont deux parties récursivement énumérables disjointe de N, 

il existe une partie décidable D de N te~le que P~D ~ - Q; 11 
suffit de donner un contre-exemple à cela, leautre contre ...exemple 
requis sq obtient en considérant aco <> 



Lemme :	 Il existe deux PQ.rties recursivement énumérables dis~ 

i2,intes P ~t a de N telles q ~e pour toutfLRa:rt!~b 

~cidable 0 de N 2 soit D!) P !'! soit -D" 0. alto au moir!!, 
!!!!. élément 

Avec	 les notations du § l nO 1, soit P tl1i Q.les parties di.sjoi.ntS3 

p :!: {e j3s3'm:tofie li s fi ~m) } 

Q := \e ~ 35 iR(6 t s g e!lo)} 

Si D est décidable ,il existe qui ,soit nombre de G~el de sa 
fonction caractéristique : 

..Si eeD,"3s!R(e,s!le,l) et e E P • D"P a un élément 
Si e '" D ] s IR (e ,S ,e po) et e EQ •• DnQ. & un é léinèr.rt 

Eni'in P et Q son·t non vides (car P (resp Q) contient tou't 
nombr.El da G"âdel de la fonction 1 (resp 0», donc récursiv~en~G 

énumérables en vertu du lemme : ' 

On sait qu'un élément no appartient à l t ensemble; comin.e SurjlEH}= 

tian N-., .. " il suffit de prendre le composé d Vune surjeotion 

Ii ~ N x li et de f défini par : 
j<n'i)m) = J no si = S(n,m)
 

l n si S{n 9 m)
 



N°	 2 .. Théorème de continui1ié il 

Dans unœ.dre essentiellement différent de celui-ci, Brouwers 

( 21IÙ a "démontré" que toute fonction [o91)....,.1R es1i uniformémen1i 
oontinue Il al;rmettait tQlIl8 notion de nombre rée1 plus proche d.e0 

la notion classique p de sorte que l~assertlon "pour tout nombre 
réel Xli S(x)" était beaucoup plus puissante que 19assertion? 

"pour toute suite récursive et convergente <ln de rationnels? 

Selim ~) " .. Les deux étapes essen1ilelles de sa démonstration 
étaien't : 

A)	 Se donner une fonction f: (o,l}~IR, c~est se donner un procédé 
-explioite qui a un nombre réel XE (01) associe YE R (c Uest le 
sens intuitioniste de \I)(j~ {<x):,:;: y 0 Utilisant les développements 

décimaux, on voit encore qÜ' il faut à toute suite de chiffres 
Cc. (0 ~ CL~10 ,1. >0) et tout n associer un rationnel q tel que 

1~_~1<10-11 

Les nombres rationnels étant paramétrés par N9 le problème 
de Brouwers était d~étudler les assertions du type
'Vc E b (N ,[0,10]) 3~ é N 5(c,~) 

Dans son cadre, il é tait raisonnable d gadmettre que la seule 
façon dgassocier à une suite 0i un entier q était de se donner 

de s .lois ~ ('",," ~ c. 11 ) (n eN) qui a certa.lne s suite S c1. 00 0 c." 

- .:i associelltun en1iier Il de façon que 

1)	 's"i ~ (c" .. cn ) = qll Fn-rk(c•... c,,·"CbtJ q (en particulierl': 

est défini) 
2}.pour toute suite cp il existe n tel que E k· .. c. } soith 1 h 

défini 0 

Cela si~4if1ait qu 9un calcul explicite ne peut tenir oompte que 
d 9un nombre fini d'objets, ce nombre ne devant toutefois pas 
~tre fixé· à prior:l. o 



Considérant les $lites 01.. .. : .. an où F est définie 1)011 voii; 
que le "'jjhéorème résulte de (B). 

B) ~iP est ~ ensembles de soites !,~ies (....21~On) {n_eJltc.I;§~?l 

et si (1) (~1 00 .on)€' p~ _(Cl'" o~:!k )6. P 

(f..··.c•.)e P 

Alors 11	 existe l tel que pour toute suite Cl •••Cl~__on ~ 

kr"Ct) E P (Principe de Brouwers) 
. . ------...... 

Ce principe est vrai classiquement,e'"t était raiso11l1.able du 

point de vu.e de Brouwerso Ieil) il e st faux~ ainsi qua Kleena 
l'1i fait remarquer 0 

Ceci explique pourquoi je n'ai pas été capable de démontrer 
le théorème de con"tinuitésous la forme :forte ra.ppe~ée au di;"", 

but de ce numéro. 
J' obttens cependa.nt un résultat partiel, en perfectionnan'tei:; 
formalisant les premières méthodes utilisées par BrouWers 
(voir (~m»)" .> 

~Lmme J.:	 ~i un~_p!rtie décidable P de N est te l;t~_que po~.t ?~~ 

;par?!e d~idable Q de N, on ait .P c Q ou - {p Co Q), !1.?.!..~ 

il existe meN tel que P ait au plus m élémentso 

L'hypo~hèse est que pour"toute assertion décidable S(p,m) 
pouvant dépen.dre dUun paramètre n, 1~assert1on Yp€P{S(p,h ) 

est décidable, at lUidée de la démonstration es~ de tixer le 

maximum de l t argument diagonal qui prouve que l'intersection 

d Vune suite de parties déoidables n'est plus toujours décidable" 

Prenons pOUX' S(p,m) l'assertion:
 

fl ... IR (n t mli ll ,l l), où m es't le nombre d eéléments de Pplus petits
 
que p ft (of.page 62 , Scholie)
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Soi"t e un nombre de GMel de la fonction caractéristique 

de l'ensemble D de~ n tels que Vp S(P8n)O 
Si e E: D ~ dO une part, pour un certain mil \R ( e 9m, e Ill) et 

d'autre part, Vp€P(p est le 1h+1-ième élément de P ~ 

= IR (e,m,e,l», donc P n'a pas de mf1-ième élément .. 

8i eq,.D, pour tout m - IR (e,m"e,l) 11 donc à fortiori 
Vp€. P S(p,e) ce qui est absurde (signifie eéD) .. 

Il en résulte bien que P n'a lBS de m + 1 ième élé= 
ment pour un certain m. 

Lemme 2 : Si f est une fonctionR~R2 si x est une suite d ~élé ... n 
roents de R convergeant vers x, et si de plus t (x) e! 

les f (Xh ), sont rationnels, alors pour tout E>o 

existe m tel que l'ensemble des n où !J(xll)-J(x>!'4E 
ait QU. plus m éléments. 

On ne restreiilt pas la généralité en supposant ~ rationnel; lOen= 
semble P des"n où If(xtl ) -f()()I~ E est alors décidable, et il suffit 

de prouver qu'il satisfait l'hypothèse du lemme 1 .. Soit donc Q 

décidable dans N; remplaçant Q par Po Q li on peut supposer Qc:. P 
puisque Pc a.. ~ Pc Po Q. .. Posons alors 

Yn := X si [o,n] ('\ pc [o,n] 0 Q 

Y = xp si [o,n]() Pet[O"h] () Q. et si p es"t le n
 
plus peti"t élément de p, Q. .
 

~ n est une sui1;e de Cauchy, car si pour p ~ N lx p =xl < "9iJ 

alors pour p,q ? N, Iyp Yql< 9. 80i1; Y = lim Y ;0=> n 
f(y), comme tout nombre réel, peut ~'tre approohé d'aussi près 

qu'on veut par des rationnels, dono soit J(y) *J(><.) 

salt IJ(y) - f (x>!< f Sl jCx)4j<'1) '.' X -r y et0 D 

dono 11 est absurde de supposer Pc Q Au contraire, si0 

lf(y) - f (x >\ < E et p é P ,il es"t a'Qsurde de supposer p <1= p 
oar on aurait alors y = X pour un 9EP(q< p) D dono If{y) - }{x)I~Eq 

1 



Q étant décidable s on trouve donc que 

- ( Pc ct) ou VFE PC PE Q ) l.f!.. Pc Q ou "" (P c Q. ) 

Théorèm.e: Si J est une fonction lR~1R et si lim x = x,n 
alors lim f (xJ = f ex) 

On ne restreint pas la généralité en 'supposant JCx) = a 
Remarquons tou''!:j d'abord que si lim x = :K, il existe uIie n 
fonction continue 7j : IR ~ IR telle que 1) ("'/n): X n 
et V (0) = Xo Il suffit de définir V par in,te,rpolation 
linéaire. On sait que \fl? j 9 € Q. ( 1f(X tI ) - qh1<: 1/h )

n 

D'après ToC. et liargument précédent, il existe h : R---:,/R 
tel que h(1!n}= ~t\-f(Xh), et h(o)= o. Prenan.t 

f =: h + f 0.9 t on voit qu'il existe 1 satisfa isant
'1 1 

(1) 1.(0) = Op 1 ("'/h) € Q.
'1 J:.., 

(~ ) 1f.,(1 /hl -f<xn}I.(1/h ,i(o)g;;f (0) =0. 

Une première conclusion e~t que le lemme 2 est valable sans 

supposer J(x) et les J(x ) rationnels, et qu'il suffit de n 
démontrer le Tho pour j satisfaisant aux hypothèses du lemme 2 9 

dont on reprend les notations. 
On a soit \t(y) -f{x)l< E , auquel cas Pc.: Q , soit 

1f (y)... f (x>!>.f • Puisque y = lim Ynf il existe au plus m 
valeurs de n poui- lesquelles If(y) - :f (Y >\> ~ ; on he peutn 
donc avoir (ogm + 1) 11 P c. (o,m + l)nQ , qui impliquerait 

J(y.) = !(x) pour n~m+1 et 1f())-f(':ttn)I>~ 
pour m + l valeur de n au moinso Le résultat obtenu est un peu 
meilleur que lVhypothèse du lemme 1 : 

=Si f (x),f~f(Xn) et é sont rationnels, l'ensemble P des p 

tels que If (xp > f ex)' 'q E est déoidable, et pour toute partieca 

décidable Q '! soit pca,j soit' il existe un élélllent dans p", O~ o 

On va, en déduire que P est borné ~ ce qui achèvera la démons~ 

trati,on du théorème 0 On procéde par récurrence sur l'entier 1Jl. que ~ 



dans le lemme 2, on a montré exister.
 

Si m 0, P :: r/J Si Ill> 0, soit Pc rp, donc P =: (j) ,soit] p é P
':C	 0 

et P= {pl v p,{ (! ) où p,tp\~tisfait à l~hypothèse pour m-l, 

donc est borné. 

Corollaire:	 Deuxtonctions IR~IR co!.ncidant sur Q.. son1i égales 0 

On peut maintenant définu- l ~ ensemble des fonc"tion de IR 
dans IR Q. étant en. bijection avec N,on peut. définir Hom (Q,J R ); 
à chaque

f) 

j :Q..~R , on ~ssocie T ' défini,!n x e IR si chaqne 

fois que lim. qn = Je, J(~) converge, J(x) étant une 11

mite (indépendante de la $Ilti.te ~ choisie). 

Définit1on:	 Hom (IR, R.:....J:)__=_"'\'{..;..t~l.J.f..;;€...;;;H;;.;o,;;;;m_(~Q.;:;.c,,.:!,.;!R~)~.;;;..et..;;......::J.........,;pa;;;;;:;rt;..;-;..;;;,oU.;:;:..t~ 
défini} 

Il est facile de montrer que toute fonction r IR -">IR est somme 

d'une fonction f.., uniformément continue et d'une fonction f~ 
telle que +1. (Q.) c Q • Pour prouver que toute :fonction[v

j 
IJ--'tR 

est uniformément continue, il suffirait donc de prouver que toute 
fonction (récursive) [OJ1J n Q. ~ Q. qui se prolonge par oonti

nuité à [0/1]-~ IR est uniformément continue. Bien que ce pro
blème semble très explic11ie, je n'ai pas été capable de le ré= 

soudre, ni ml3.me de prouver la. fonction bornée. 
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