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Des raisons -achniques amdnent & associer & chague terme
ou assertion 1ir’ "% T pour ze [
ragles

un entier r, selon les
r est additis

:+ les signes logique:s. u,& S et P
Y

U por. el
e & T

. {V pour
I 1+ 7
RO A

cr ze [, xeE)
“w, » e[ )
. o pc- -

zel , meN))
(R pour g e[ neN
= I [Z

les Y associds & T)
© la de T el (pour
~ I ¢ : )
Cag 2 m - : *+ & s
= as
é

¢cela va se
ir de T sur V pour
Q0  d.st.

a . .

ie les cas a) & &) de
i , b) résulte de

cel : de la for=
R - ésulte de la récurrence

xeP ,.)Y (R )=
- o

ssertion N=-limitde
akRad 1

ithmétique formelle,



51a

dépendant des mémes variablesg, qui 1 " xrpréte. 1 faudra si-
@  tanéme. stocecuper des termes N-limitc. 8i T pour _ B
(b Y s 1 tel terme, da 8 les @Th"les jndices L, Ly @
parcourent : L s ° ’ sse sel " ment au cas m = o
et les Yo .. *oz:d 8 m e ¢’ e
Oon dé L, 0 ‘ é. ~~ ror~ tel que pour p
£i ) ¢ - o 8 1 sur; n de la somme
sur des €, 1 de t . L dans ™ ..en de trop, rien
de .
La e se . cas ca: selon lz forme de T ouw R.
R et n " © - relations Ri
_ ad . e _ L o . des interprétations.
I
3 :F ' ¢,
4 _ Ve
¥ u
LT : ¢ < arithmétique
_E a A )
v o - . ;ation vide
LI i 4 S rarde les limita-
I e
¥ m a R
- (
. a+m=8 0%
-~ v—? U v s @c [ i
< & -
Se. . <= ol distine
a f

8.a, & uW ' & a {TeW)



52,
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Le mot _.-ansfini est d'aillleurs du bluff, car tous les

ensembles qi ~ - définir sont %dénombrables®, et de type
fini 33 ° 7 et toutes les récurrences qu'on peut ef-
fe Jael. mene. . réduis a des réeurrences usuelles
(n | ~m
) 5 1isemblable que le " “>reéme est encore vrail
- S . = fo . (Bnsf),, ol 1'on puisse
-0 Sy 2 “emb es “nlu ment finis nets et
tout . . . - - 8 e. . & soit définissable,
& - plus pet d el s e wl=g
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gu-  eu - (i 4 ot ~*  1formel X< &
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(™ 4 o - métathéoz -8 dens sa variante clas-
ne 01l . _1ne logl. I em _cé par L‘EO°
s '~ pauvreté . L§‘ a a t plus drastique eacore
ns cadre.
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prédicative {(quand on aura’défink ce que c'est) peuvent se

traduj rjmg:uhmetique, cf. SWW&PM amalysis,

Vol 29 o4 (1964)
Comme il ‘semble vraisemblable gque les théoreémes d°analyse

n] . classique des équivalents en analyse prédicative
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me 3 1\. 8.
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claseliquement, Kleene a donnd dans  ch.XV §&2 une inter-
prétati. A ithmétigna P A ste augmentdée
de T.C ' e~ - i e : 4rent (81 1%arithmé-
LT . 8. ' " " 4 s'appliquent
s, f j é u : augmentés de
L.C nf. 2 C - : - 1l'arithmétique
I u | 1t sujet & cautiom,
’ ces '
H ]
Yo . M - ' apparenment plus
AR l —3
&
- A - . hypothdse de
el - e ° R
£ = Y .= S(n). P.M.
e 4
. w men ‘G v
2 g )
- IR a — n\ %
- 4 « n
. P 1, . £ .. 0posB 5
' e e Qe
Ms

= . [y

R 3. = R « . PuM,)
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*dn - B(n) ou

r dm 8(m).

mrde une
contre-

ot falt®

.iradiction

dédﬁire dun

sensées, on
1r tout terme
00 d%une

4 rofe

sgertvion
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est upe .. ~ _tion d'une partie de N sur E, cela
pern de 4dé 1 1 ar tic de N dans E
2 (N E | Fef e “nom  de GBdel d'une
 _u e . . 4 le domaine de
I'}
4 ‘é&‘
T3 4~ s ensemdbl__ A
- 1 smf b
“tion
e availle dans la
a_ 't .sage de la scho-
3 ~ns dont toutes les
é s - '
! - “ umérable 81l
B - ut défipir
y Y] _ s ¢ _. de N
I hi

& une -~ tie de

®) =

Pg soel est une
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surjection 4d'une partie - sﬁr G, et d%aprds la lemme toute

foux ' . B—G es du type Solof 3 [<f, sN—> F,
est un svenment de g
D€ 3% peut . -. . sous la forme équiva~
E . ¢ 28 “exée -r N}
E R ‘a1l s
L5, 31 éle -

~n point quon
7 que chague En
- que cette asgertion

VJ
S

, : . ‘les de  ° um rBle essen-
tiel . a - ; .omble du type

I e 3 e R = ;adable, Le. tel
Y : _ * 7 dtun tel

sa "
Q. des
b. & Le : ' w. entre ces snsems
o ‘ _t' j S T ' 1t de reco=
L . ~ péels,
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On appelle suite de Cauchy de nombres rationnels un élément

de Hﬂm ~)Q.) t
8%t * = de Ce s é
-9’ gL
Vavso ImVaym )CLC q{l\n
- s
1
On ° au le de
. & . . Y|
aA
-
(‘ .
a - 4
1 §
P2 - > £ >
me < < - Z
,%5
o
- \ N
8

te. nyodmV¥m ,m(i -q l<L
B T.C.

\ s

< 1o . > Vot >

que Vnyo dmVrsm Vsym lqr'qslé 'r%‘

ates si
5% le qubtient-
"~ Catv” r ' nombreg
= 2ut.

la somme, la
réels.

i_différents,
strictement

- Qa

- réels asignifie
3 rationnels ten=

Ler+ respective-
< X EY
i 1w!' . se simpl¥ie

0 = R
Cauchy,
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X = o est alors équivalent a

Va0 lq (h)) ) Dlaprés P.M.
x ;é o = dn >o(iq}(m)> ) , donc pour cet n
- t x o
SR ALV RS st x 7 o
Proposition ¢ touts suite Cauchy de nombres réels ast con-
vergente

Scit z, de Cauchy; solt pour chaque n qneQ, tel que
Ix, = q <4 (on applique iei le §1 n° 3 Cor su Th) . q, est
une suits de Cauchy de nombres rationnels et lim X, = lim g, -

On peut munir [R dfune topologie (Ch I § 5) en prenant
pour base d?ouverts les —]xg y[ = {z; zeR 8t x < z<y}
pour x,ye R .

Cela revient & prendre pour systeme fondamental de voisinage de
chaque point x les ]x -q , X + q[ pour q strictement positif
dans Q.

Théoréme (développement d*un nombre réel selon une base)

Soit; b un entier > 2., Tout nombre résl X > o peut sfécrire

t
)(:Zl CLb O‘:l

te2

a) les ¢, sont das entiers, nuls pour ( assez grand

b) 9ges<h

) G.i ne peut §tre égal & b gque pour (o0, et si C.y = b, alora

¢4 3 0O

Les ¢, sont les chiffres du d éveloppsment; le grain de sel
de ¢e théoréme est qu'on admet quiun chiffre soit egal & la
base b !
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Lerme ¢ 8i x> o, 11 existe ne W tel gue nd x < n + 1 +b°2

, 5
Scit q retionnel y o tel aque |x - q|<1zb et soit [q)] 1a

partie e¢:tidre de g, On prend n = o si [q]= o, n =[¢ﬂ si

-2
q-[q]);_'la ,n=[q]—1 - dans . utres cas.

Le théoréme se voit ) rcurrence facile si x e N,
auquel cas on psut prendre ey = pour L < o,

Appliquons ce résultat au n dont le lemme garantit ltexistence :

=2

?
1 = o0 pour ( » 0. Soit qn une suite de ration-

nels telle que 0 < g, < < gy + 78 =2 Pax L nLLL Om pO3e,

On est ramené & prouver que si o< x < 1 +b X & un dé=

veloppenent avec ©

pour L > o0, ¢_; = sup {o, [(qb—agoc_)b"’ )BL] Yo

[] désigne ~» » irtie iére d'un rationnel.
On montre successivement par ~ irrence
t
a C X
n -h {-n-2
) x<2Zc, b +b+b si o o <b
L>»0
n -L -n-1
etx(ZcLb +b si ¢ = P
L>o ~ =N
une d ces8 hypothe. - . rifiée, -
-4
Dés 1- _x=ZC_LB I 1

On prendre ga1. . & ce qu

proposition : A =y o~ <o) et

EB!': IR o))

(o)

Soit S(n) décidal  (re Vne (S(n) ou ~-S(n))) et posons
S, = o s8i Vp\cn -S{p) t sinon

n
(—:)P:IFT oﬁPM&F&APeMWuWS
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8, &8t une sulite de Cauchy, soit s sa limite.

B =0o0u ' o signi: VP-" ) ou-Vp =S{p)
s yoouasgo - d .S n)=>le plus petit p tel que S
: _ oL :
3 ) =>. "8 petit p tel que S
"
R - S T ) e les assertions & montrer
i
Vo (-¥p s ouV ))
v - - 9 " dn o VYo e t p tel gue S(p,m)
8 q mod 2) o
- _xrés T,C ces : ’ ilent chacune l'existence
d . .oncti - .oursiv, § . . i vement
VoY -3 S ) | |
Vo {3 ) = . . P L S{p,m) est congru
2)
: ah  si o
Vo eP ! _ " _exis :_313;
i 4 - .i_ -ocursi ) valant o
o S m. A ' . :exrtion signif_ie
qu® - ' i o S décidables t déci-
- . 6§ 'n 1 =3((i;"-)onn: air
('“—7:-”) 5 - gnif!' gque si P
_ o ’ ‘ . ) isjointe de N,
i 31 . une PEVERE Da - . PeD e - Q3 il
-t ~donn ' adoc”  "‘autre contre-exemple

" vtlent en cons - Q
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Iemme : Il xiste - perti récursivement énumérables dis-
L B o4 - alles ne pour toute partis
- o - solt -Dn0. ait au molus
. 8
Avec les notations 4 . n° soit P »5Q les parties disjointas
Po{efdeIm - |
Q= {e§ ds
si D da’ . qui soi% nombre de Gddel de sa
“arae ‘ris
Si eeD, ds T eeP : DaP a un &lément
31 4D JIsR ) eeq DnQ a un élémsnt
Enfin P Q 8. ' P »)Q) cont. . tout
r T AN . ~'}, donc récursit Mm%
- ©1 .
3 3 ‘ Y .- Yae® "sou_-5)
‘.‘ "o € _ - _méral _ -
1%¢ =~ 7 comme surjec-
t.. - . surjection
E— d
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N° 2. Théoréme de continuité.

Dans uncadre essentlellement différent de celui-ci, Brouwers

(2- - aue toute ~tion {0,1}— R est uniformément
continue, Il admettait . .. & . ... . réel plus proche de
notion class? e, de su - 1'assertion "pour tout nombre
4 " x, T © étal Ybsau _ "~ puis que l'assertion,
"pour toute suite récursive . convergente ¢, de rationnels,
S(lim = ) . Les @ é ntielles de sa démonstration
étaien
A) Se donner une fonction #: >R, c'est se donner un procédéd
lic:. ¢ . . u . L =z ol) assoc. .  :R (clest le
se. int t o W 4 =y Uti 16 o développements
décimaux, on voit ore 1)l faut 4 toute suite de chiffres
<, (O\<C,_410’L>0) et tov . associer un rationnel q tel que
ly-ql <10
rationne~ pa " "s par N, le probléme
de Bxrm .3 6tait . o iier 1 o 3 du type
Vecelomt [o10]) d9e  >lcg)
Dans sonc¢adre, ilé it ~ _ Dble dtadmettre que la seule
féqon dfassocier & une s r ntiexr q it de se donner
des lois E‘(c4~~,cn) ' ui a certaines suites c4...C,
essociafun entisr, de faoc __
1) si Rieq) =a, | vqeq) = q (en particulter
**ind)
2) - ~.. . - ¢, il exiate . tel que FE {c..-¢,) solt
! L, '
C AR - “dcite peut tenir compte que
*n . - 0 , ‘hre devant toutefois pas
e ‘' priori,
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Considérant les ssites o4 ...c ol F est définie, on voit
gue le théorédme xrésulte ds (B).

B) 81 P est
et si

S ”,cn)eP:>

(olu.,o

1semblesy de ftes finjes ( ¢y ...c,) ine N, ¢ €lo10)

n+k e P

(2) pour tow ~ - alte ix nie o ,3dn tel que

(C|"'CM)E P

Alors 11 exis’ - 1 tel -

(54 "}C!) epP

Ce principe est®
point de vue | .
1'a fait remarguer.

(Principe de Brc-

_— to-.l.

‘i classiquemer+

- *te Cs.<Cq; OR 8

était raisonnable du

Brouwers. Ici, 11 @ st faux, ainsi que Kleene

Caci expligue pourquoi je n'ai pas 8té cepabls de démonirer
le théord a de continuité sous la forme forte reppelés an dé-

but de 3L0,

J' " mn8 ce’ “int unrésultat partiel, en psrfsciionnant et

fox i . . .3 premiéres . aodes utilisées par Brouwwers

(vei  (2m)) -

Lemme 1l: S1 w. ol o3 P N est telle que pour t oute

pax R U ) "PcQ ou -(Pc Q), alors
11 zxiss. € tel u P a. . plus m éléments.

1 -othe que pour %o -3ertion décidable S{p,m)

pe. n dé ... @'. a . &t 1'assertion V peP (8{p,n })

e & i1dab - - ¢ '~ ation est de titer le

maxi . das ' — Ve gue l1l'interssction

d'une sut v a T o plus toujours décidable,

Pren ~ g 8

. o 8 &1léments de P plus petits

que p ° (c. 62 , Scho!
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Soit € un nombre de Gddel de la fonction caractéristique
de 1'ensemble D des n tels gue Vp S{p,n). :
S1 ee D , d'une part, pour un cexrtain m, R ( e,m,e,1) et
d'autre part, VpeP(p est le m+i-iéme élément de P =
- R (e,m,e,1)), done P * pas de mi+i-idme élément.
Si e¢D, pour tout m R ), donc & fortiori
VPG P S(p,e) ce qui est absurde (signifie €€D).

Il enrésulte b° que P n'a pas de m + 1 iéme é1é-
ment pour un certain m,

Temme 2 : Si § est une fonctio .. 81 ° est une suite d‘élé-
ments . convergeant vers x, +t si de plus $ {x) et
les § Xn ) s 1tionnel alors pour tout £>0
existe m tel _ semble des n ou | f(xm =03y €

~ - ‘ls_m A -,

On ne restreint pas la généralité en supposant & rationnel; 1l'en-

semble P des n ou [{(x,)-ftly ¢ alors décidable, et il suffit
de prouver qu'il satisfait thése du lemme 1. Soit domc Q
décidable dans Trempla- Q par PnQ , on peut supposer QcP
puisque PcQ <« P<cPaQ  ,Posons alors
y, = si [o,n]r\PCEO,n]nQ
y, = si [o,n]ant[o,n]nQ et si p est le
plus petit 81 de PyQ.
. ' une suite de Cauchy, - si pour p> N {xp=xl < 1;
- aypour .y A P y=1lim y 3
;‘ ., com tout 1 1bre .. . 8.  approché d'aussi prés
v 'eut par de~r ‘onn ©+ 40 80i% f(y) :ﬁf(x)
l{ »- f <€ . fmy2fy) . s xFyet
¢ . 11 est : bsurde . . supp PcQ . Au contraire, si
l)((y) - 3(" )\<E et pe P absurde de supposer p¢ P

car on aurait alors = un qePl{q<p), done |{(y) - f(x)ye
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Q étant décidable, on trouve donc que
~(PcQ) ou VPEP(P&Q)L& PcQ ou = (PcQ)

Théoréme : Si § est une fonction R—R et si lim x = x,
alors 1im {(xn) = § (x)

On ne restreint pas la généralité en supposant {{x) =
Remarquons tout d’abord ue s8i lim X, =X, il existe une
fonction continue 7 : .—R tells que 7 () = x
et p o) =x. 11 sux 1+ ° définir D par interpolation
linéaire. On sait que ¥n ;Iq e lf(Xh] 9, l<'1/h)

Dtaprés T.C. et ltlargument pr’ ‘lent, il existe h:R—R
tel que  h{1/hn)= 9,~F(xp) et h(o)= 0. Prenant
+ )(09 s ON voit qu’il e xiste f1 satisfaisant

(1) fl(O) = o, f(’i/h) eQ
(2) l} (t/n) - f(xh)|<1/h _ i(o)g)( (o) =

Une premiére conclusion est que le lemme 2 est valable sans
supposer f(x) et les f ) rationnels, et qu'*il sufrfit de

démontrer le Th. pour § satisfaisant aux hypothéses du lemme 2,
dont on reprend les notations.

On a so0i% I_{(y) f(x)‘( £ , auquel cas P<cQ , soit
[{(y) - )((x)|>£ . I y = lim y,, i1 existe au plus m
valeurs de n pour lesquelles H(y) - f(y )b& $ on ne psut
donc avoir {(o,m + 1)0P ¢ (o,m + 1)nQ , qui impliquerait
)(" ‘o= }(x) pour M M+ et |f(y)-f(\3m)l>_£i
po 1 valeur d¢ au moins. Le résultat obtenu est un psu
meilleur qus l'hyp. 3se du 1l l:

=51 }(y\ fes )' ) € st atio >, 1l'ensemble P des p

tels que H( ) = )( “_}g s 7 = "Hle, et pour toute partie
décidal” Q , soit PcQ sc° il existe un élément dans P~O

On va en déduire - - P est borné, ce qui achévera la démons-
tration du théoréme. On procéde par récurrence sur l'entier m que,
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dans le lemme 2, on a montré exister.

Sim=o,P=® .Sim> o, 80it Pc @, donc P=¢ , soit dpeP
et Pa{P} u P\{(} ) ol P\{p}satisfait a4 1l'hypothése pour m-1,
donc est borné. |

Corollaire : Deux fonotions R—R coincidant sur Q. sont égales.

On peut maintenant définir 1’ensemble des fonction de R
dans R .Q étant en bijection avec M, on peut définir Hom (Q,R );
& chaque {: Q~—R , on associe f , défint en x € R si chaque
fois que lim g, = x, f(o. converge, } (x) étant une 1li-
mite {indépendante de la = tse q, choisie}).

Définition ¢ Hom (R.R ) = {)‘“eﬂom (Q,R) et { partout
défini

I1 est facile de montrer que toute fonction §: R—R est somme
d'une fonction )(,, uniformém »ontinue et d'une fonction fz
telle que )‘1 (Q)cQ . Pour prouver que toute fonction[o,1|—R
est uni rmément continue, il suffirait donc de prouver que toute

fonction (récursive) [o01]nQ — Q qui se prolonge par conti-
nuité 4 [o,1]—> R est uni “nent continue. Bien gque ce pro-
bléme semble tres explicite 'ail pas 6té capable de le ré-=

soudre, ni méme de prouver . onction bornée.
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